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Resumo

Muitos objectos de estudo em ciéncias da Terra e do Espaco sdo representados
por pontos na superficie de uma esfera, identificando, por exemplo, medidas de tem-
peratura nos oceanos ou posi¢cdes de estrelas na esfera celeste. Nestes contextos, o
diagrama de Voronoi esférico € a ferramenta natural para o processamento e a andlise
de relagdes de proximidade entre os pontos.

Presentemente, o diagrama de Voronoi esférico pode ser obtido por uma de duas
formas: construindo o invélucro-convexo tridimensional dos pontos na superficie da
esfera ou adaptando a esfera o algoritmo incremental de construgdo da triangulacao
de Delaunay no plano. Porém, os algoritmos usados na pritica possuem uma com-
plexidade temporal quadratica, no pior caso, e os que calculam o invélucro-convexo
s@o susceptiveis de produzir um resultado errado, ao nao incluir todos os pontos na
estrutura construida.

Como alternativa, € proposta uma adaptagdo ao dominio esférico do algoritmo
de construcdo do diagrama de Voronoi planar pelo método do varrimento. O novo
algoritmo constréi um diagrama em tempo O (n logn), onde n é o niimero de pontos,
0 que é 6ptimo no pior caso. Adicionalmente, sdo propostos dois algoritmos de
edi¢do de diagramas de Voronoi esféricos, um de inser¢do e outro de remog¢do de
um ponto, igualmente baseados no método do varrimento. Em conjunto, os novos
algoritmos implementam uma estrutura de dados dinamica, apropriada para cenarios
em que a informacdo € varidvel no tempo.

Mostra-se que, para além de eficientes, os trés algoritmos sio faceis de imple-
mentar e robustos a configuracdes de pontos degeneradas. Estas propriedades sdo
verificadas experimentalmente, com dados sintéticos e reais. A aplicabilidade dos
algoritmos desenvolvidos € ainda exemplificada através de um problema de reducdo

de um catdlogo de estrelas.

Termos-chave: diagramas de Voronoi esféricos; edi¢do de diagramas de Voronoi;
técnica do varrimento do plano; geometria computacional; processamento de catdlo-

gos de estrelas.
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Abstract

Many objects studied in Earth and Space sciences are represented as points on the
surface of a sphere, locating, for instance, temperature measurements in the oceans
or stars in the celestial sphere. In these contexts, the spherical Voronoi diagram is
the natural tool for processing and analysing proximity relations among the points.

Presently, there are two ways of obtaining a spherical Voronoi diagram: by com-
puting the three-dimensional convex-hull of the points on the sphere surface or by
adapting to the spherical domain the incremental algorithm that builds the Delaunay
triangulation in the plane. However, the algorithms used in practice have a quadra-
tic worst-case running time and those that compute the convex-hull can produce an
erroneous output, by not including all points in the result.

As an alternative, it is proposed an adaptation to the spherical domain of the
plane sweep algorithm that computes the planar Voronoi diagram. The novel algo-
rithm runs in O(nlogn) time, where n is the number of points, which is optimal
in the worst case. Furthermore, two algorithms are proposed for updating a spheri-
cal Voronoi diagram, one for inserting and the other for deleting a point, which are
also based on the plane sweep technique. Together, the new algorithms implement a
dynamic data structure, suitable for settings where the information vary along time.

It is shown that, besides being efficient, the three algorithms are easy to imple-
ment and cope very well with degenerated data sets. These properties are verified
experimentally, with synthetic and real-world data. Moreover, the applicability of

the developed algorithms is exemplified with a star catalogue reduction problem.

Keywords: spherical Voronoi diagram; update of Voronoi diagrams; plane sweep

technique; computational geometry; processing of star catalogues.
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Capitulo 1
Introducao

Os diagramas de Voronoi sdo uma importante estrutura de dados geométrica, com muitos
campos de aplicacdo. O interesse dos diagramas de Voronoi reside na capacidade que estes
tém de capturar a estrutura espacial de um conjunto de dados, estabelecendo relagdes entre
objectos geométricos.

Os diagramas de Voronoi sdo simples de definir. Imagine-se um conjunto de pontos no
plano. O diagrama de Voronoi do conjunto de pontos é uma sub-divisdo do plano em po-
ligonos convexos, em que cada poligono delimita a regido do plano mais proxima de cada
ponto [2, 3, 20, 47]. A Figura 1.1 ilustra um exemplo.

Apesar da inerente simplicidade da sua definicdo, os diagramas de Voronoi sdo estruturas
ricas em informag¢@o. Em primeira andlise, observa-se que os diagramas de Voronoi caracteri-
zam, sob a forma de um poligono, a regido de influéncia de cada ponto. A forma e a extensao
de cada poligono € uma medida da distribuicdo dos pontos em redor do ponto respectivo e
das distancias relativas entre eles. Por outro lado, o poligono de cada ponto também caracte-
riza as relacdes topoldgicas ente pontos. Num diagrama, dois pontos dizem-se vizinhos se 0s
poligonos respectivos partilham uma aresta. Desta forma, os vizinhos de um ponto formam
um sub-conjunto particular: s@o os pontos que lhe estdo mais préximos qualquer que seja a
direc¢do tomada em seu redor.

As relacdes de vizinhanga podem ser agregadas em formas mais complexas, estendendo
as relagdes anteriores a todo o plano. Por exemplo, pode definir-se o grau de vizinhanca
topoldgica entre quaisquer dois pontos pelo nimero minimo de regides que € necessdrio atra-
vessar para ir de um ponto ao outro ponto. Opcionalmente, pode também definir-se o grau de
vizinhanca geométrica entre dois pontos quaisquer pelo ndmero de arestas intersectadas pelo
segmento de recta que une os dois pontos. Em resumo, um diagrama de Voronoi sintetiza as
relacdes de proximidade entre quaisquer dois pontos.

Por seu lado, as arestas de um diagrama providenciam um ponto de vista alternativo.
Representam as posicdes do plano mais afastadas dos pontos. Em particular, os vértices
(extremos das arestas) representam as posicdes do plano localmente mais afastadas de pontos.

As relagdes de vizinhancga descritas, sejam de proximidade ou de afastamento, sdo apenas
exemplos do tipo de informacdo que se pode extrair dos diagramas. A riqueza dos diagramas
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Figura 1.1: Diagrama de Voronoi de um conjunto de pontos no plano.

de Voronoi reside na facilidade com que se elaboram relacdes de proximidade sobre objectos
geométricos. Daf a sua aplicacdo em muitos dominios. Apontam-se alguns exemplos.

Os poligonos de cada local indicam o nimero de vizinhos préximos (pelo niimero de ares-
tas) e a proximidade relativa (pela 4rea da regido). Esta informacdo foi aplicada a problemas
de clustering, deteccdo de colisdes, interpolagcdo de dados, simplificacdo de modelos digitais
de terrenos, etc.

As arestas e os vértices de um diagrama de Voronoi estdo equidistantes a dois ou mais
pontos, indicando as posi¢des do plano menos ocupadas. Esta propriedade tem sido aplicada
aresolucdo de problemas de planeamento de percursos em robética, posicionamento de postos
de visualizacdo, determinacdo de bacias hidrogréficas, entre outros.

1.1 Diagramas de Voronoi esféricos

Inicialmente, os diagramas de Voronoi foram definidos para pontos num plano, com a me-
dida de proximidade dada pela distancia Euclidiana. Mais tarde, foram generalizados para
objectos com diferentes formas, de diferentes espacos e com diferentes métricas [2]. Uma ge-
neralizacdo possivel, denominada de diagrama de Voronoi esférico, obtém-se considerando
pontos na superficie da esfera, sendo a medida de proximidade dada pelo comprimento do
arco geodésico que liga duas posicodes [47]. O resultado € um diagrama semelhante ao dia-
grama planar, formando uma subdivisdo da esfera em poligonos esféricos, cujas arestas sdao
arcos de circulo maximo (ver Figura 1.2).

Os diagramas de Voronoi esféricos tém aplicacdo em dominios onde a informacao € ine-
rentemente esférica, tais como as ci€ncias da Terra e do Espaco. Sdo vérias as ciéncias que
se dedicam ao estudo da Terra, como, por exemplo, a cartografia, a geodesia, a geologia, a
geofisica, a oceanografia e a meteorologia. Esta lista, representativa das ciéncias da Terra,
tem por ponto comum gerar e processar informacdo que abarca toda a esfera em que vive-

mos. Exemplos de informacdo recolhida pelas ciéncias da Terra sdo medidas da temperatura
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Figura 1.2: Diagrama de Voronoi de um conjunto de pontos na esfera.

do ar, posi¢cdes de marcos geodésicos, localizacdes de recursos minerais, medidas do campo
gravitico ou medidas de salinidade da 4gua do mar. No dominio do Espaco, as estrelas sdo
representadas, na forma mais simples, como pontos numa esfera imagindria. Também aqui é
natural o recurso ao diagrama de Voronoi esférico como ferramenta de andlise.

Ao longo do tempo foram desenvolvidos varios algoritmos para a construgdo de diagra-
mas de Voronoi. H4, no entanto, um algoritmo que se destaca pela simplicidade e elegincia: o
algoritmo de Fortune [34]. Trata-se de um algoritmo que se aplica a constru¢@o de diagramas
de Voronoi no plano, para objectos formados por pontos ou por segmentos de recta. Na forma
original, este algoritmo aplica-se apenas a diagramas gerados segundo a norma Euclidiana.
Mais tarde, o algoritmo foi generalizado para uma gama mais alargada de métricas, tais como
L;e Lo [22].

Neste algoritmo, a construcdo do diagrama faz-se pela técnica do varrimento do plano
que, resumidamente, pode ser descrita da seguinte forma. O plano € varrido por uma linha
recta que se desloca segundo uma direccao arbitréria; por exemplo, varrendo o plano com uma
linha horizontal, que se desloca de cima para baixo, segundo a vertical. Durante o varrimento,
observa-se que apenas uma parte do diagrama (em constru¢do) € intersectado pela linha de
varrimento. A estratégia é construir, em cada instante, apenas a parte do diagrama que esté
relativamente proxima da linha de varrimento. A constru¢do do diagrama faz-se pela ordem
induzida pelo varrimento.

A eficiéncia do algoritmo deriva da forma como a linha de varrimento restringe a com-
plexidade do problema inicial. Numa solug@o de forga-bruta, por exemplo, seria necessario
determinar cada aresta individualmente, comparando cada local com todos os outros. No al-
goritmo de varrimento, cada elemento do diagrama é determinado comparando apenas, entre
si, os elementos do diagrama que estdo proximos da linha de varrimento.

Para além da eficiéncia, o algoritmo de Fortune possui duas vantagens adicionais: € de
facil implementacgdo e resolve naturalmente configura¢des degeneradas. Como se verd mais

adiante, a implementacdo depende apenas de primitivas geométricas de grau reduzido (cél-
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culo do centro e do raio de um circulo circunscrito a trés pontos e posicdo de um ponto
em relac@o a recta definida por dois pontos) e de estruturas de dados relativamente simples
(arvore bindria ordenada e fila com prioridade), contribuindo para a simplicidade da sua im-
plementacdo. Configuracdes degeneradas ocorrem quando, na execuc¢do de um algoritmo,
uma configuragdo de um conjunto de pontos despoleta uma excepg¢do que pode conduzir a um
resultado errado ou, na pior das hip6teses, a uma terminagdo abrupta da sua execugdo. Casos
tipicos sdo configuracdes em que trés ou mais pontos sdo colineares ou quatro ou mais pontos
sdo co-circulares. Habitualmente, estes obstaculos sdo evitados restringindo a aplicacdo de
um algoritmo a conjuntos de dados em “posi¢do geral”, isto €, sem exibirem configuracdes
degeneradas. Outras solu¢des passam por estender o caso geral de um algoritmo com rotinas
de processamento adicional, especificas para resolver estes casos. O algoritmo de Fortune,
como € caracteristica da técnica do varrimento, resolve configuragdes degeneradas de uma
forma elegante, sem despoletar excepgdes nem necessitar de processamento adicional.

Actualmente, o diagrama de Voronoi esférico € construido por uma de duas maneiras:
indirectamente, por construcio de um invélucro-convexo [9, 4, 18, 48] ou, directamente, por
adaptacao do algoritmo incremental de construcdo da triangulacdo de Delaunay no plano [38,
40, 20].

Na primeira opcdo, o diagrama de Voronoi esférico € obtido pela equivaléncia entre este
e o invélucro-convexo tridimensional dos pontos na superficie da esfera. A construgcdo do
invélucro-convexo pode ser feita em tempo O(n logn), no pior caso, onde n € o nimero de
pontos [49]. Mas, na pratica, sdo preferidos algoritmos mais lentos mas mais simples de
implementar, executando em tempo O(n logn), no caso esperado, e em tempo O(n?), no
pior caso [48]. Esta solu¢do comporta uma desvantagem. Porque os pontos se localizam na
superficie da esfera, todos os pontos devem pertencer ao invélucro-convexo. Porém, impreci-
soes numéricas podem posicionar, erradamente, um ponto no interior do invélucro-convexo,
produzindo um resultado errado. Esta particularidade impde uma exigéncia acrescida na im-
plementacdo desta solucio.

Na segunda op¢ao, a construcio do diagrama de Voronoi esférico € obtida pela equivalén-
cia entre um diagrama e o seu grafo dual, a triangulacdo de Delaunay, adaptando o algoritmo
de construgdo da triangulag¢do no plano a esfera. A construg¢do incremental da triangulagdo
de Delaunay faz-se em duas partes: primeiro é procurado o tridngulo que contém o ponto
a inserir e depois este é inserido, actualizando a triangulac¢do. Este algoritmo constréi uma
triangulacdo em tempo O(nlogn), no caso esperado, e em tempo O(n?), no pior caso. O
custo temporal depende da distribuicio espacial dos pontos e da ordem pela qual sdo inseri-
dos. O custo mais favoravel assume que a procura se faz em tempo O(logn), o que apenas €
garantido para pontos distribuidos uniformemente.

Em contraste, o algoritmo de Fortune executa em tempo O(n logn), no pior caso. Como
se verd mais adiante, o desempenho deste algoritmo ndao depende de nenhuma distribuicdo

espacial de pontos.

O desafio que se propde nesta dissertacdo € a adaptacdo do algoritmo de Fortune a cons-
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trucdo do diagrama de Voronoi esférico. A adaptacdo ndo se revelou trivial. O equivalente
esférico de uma linha recta (no plano) é um circulo méximo. Logo, pode imaginar-se uma
adaptac@o da técnica do varrimento em que a superficie da esfera € varrida por um circulo
maximo rodando em torno de um eixo. Porém, tal varrimento nio produz o mesmo efeito
que o varrimento linear no plano, onde hi uma clara separagdo entre a parte do dominio que
ja foi varrida e a parte que estd por varrer. Em particular, num varrimento esférico em torno
de um eixo, os poélos do eixo estariam continuamente a ser varridos. A solug¢do encontrada
passa por considerar uma forma alternativa do algoritmo de Fortune, em que a construgdo
do diagrama de Voronoi no plano se faz pelo varrimento do plano por um circulo de raio
crescente [22]. Nesta formulacdo, o diagrama é construido adicionando elementos sucessi-
vamente mais distantes do centro do circulo de varrimento. Tal como no varrimento linear,
também no varrimento circular ha uma clara separacdo entre a parte do dominio que ja foi
varrida (a parte interior ao circulo) e a parte que estd por varrer (a parte exterior ao circulo).
De resto, as duas abordagens sdo muito semelhantes, possuindo as mesmas caracteristicas: a
constru¢do do diagrama por varrimento circular ¢ eficiente, de facil implementacdo e robusta
a configuragdes degeneradas.

A formulag@o com varrimento circular torna exequivel a adaptacdo do algoritmo de For-
tune a superficie da esfera. Qualquer que seja o ponto escolhido para centro do varrimento,
um circulo da raio crescente varre a superficie da esfera de uma forma inequivoca, visitando
cada lugar uma tnica vez. O circulo de varrimento come¢a num ponto, aumentando até atin-
gir a forma de um circulo maximo, apods o qual reduz de tamanho até convergir de novo para
um outro ponto (antipoda do primeiro).

A técnica do varrimento circular revelou-se uma ferramenta interessante em si mesma.
Ao varrer o espaco em torno de um ponto, o varrimento circular estd a executar uma pesquisa
ordenada do espaco em torno do centro de varrimento. De facto, uma vantagem do varrimento
circular é a de possibilitar a construcdo parcial de um diagrama de Voronoi; por exemplo,
determinando apenas o poligono de Voronoi de um ponto. Esta capacidade intrinseca do
varrimento circular levou a concepg¢do de dois algoritmos de edi¢cdo de diagramas de Voronoi:
um para a inser¢d@o de um novo ponto e outro para a remocao de um ponto.

A edicdo de um diagrama de Voronoi é tdo fundamental como a sua construcdo. E ra-
zodvel assumir que o conjunto de pontos para o qual se quer construir um diagrama nem
sempre € conhecido, a partida, na sua totalidade. Por exemplo, pode imaginar-se a geracdo
de um conjunto de pontos inscrito a um quadrado, segundo uma distribuicdo de Poisson, em
que os pontos sio determinados iterativamente, com o préximo ponto posicionado no lugar
mais afastado de todos os outros. Opcionalmente, também se poderia obter um resultado
semelhante gerando primeiro um conjunto de pontos em posicdes aleatdrias, do qual sdo re-
movidos pontos que estejam demasiado proximos de algum ponto vizinho. Em qualquer dos
casos, € vantajoso que a constru¢do do diagrama de Voronoi se faca de forma incremental,
evitando a reconstru¢do completa do diagrama em cada iteracdo de qualquer dos processos

atrds descritos. Em suma, os algoritmos de edi¢do enriquecem e ampliam a utilidade dos
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diagramas de Voronoi.

Os algoritmos de edicdo operam de forma muito semelhante a do algoritmo de Fortune,
com um varrimento circular em torno do ponto a inserir ou a remover. Obtiveram-se dois
algoritmos computacionalmente eficientes e de facil implementacdo. Como se baseiam na
técnica de varrimento circular, os novos algoritmos de edi¢do sdo aplicaveis a diagramas de
Voronoi no plano e na esfera.

1.2 Reducio de um catalogo de estrelas

Com o propo6sito de exemplificar a aplicabilidade dos algoritmos de construcdo e de edi¢@o de
diagramas de Voronoi esféricos, foi desenvolvido um algoritmo de redugdo de catidlogos de
estrelas. A reducdo de um catdlogo consiste na remogao selectiva de estrelas de um catdlogo
com o objectivo de reduzir o espaco ocupado em memoria, mas retendo a sua capacidade
descritiva. Esta necessidade surge no contexto de uma solucdo de navegacdo auténoma de
naves espaciais, onde a orientacdo de uma nave € determinada mapeando o padrio de estrelas
observadas por um camara num catdlogo de referéncia. Devido a escassez de recursos com-
putacionais, habitual em plataformas espaciais, ¢ imperativo reduzir o espago ocupado pelo
catdlogo de estrelas. Daf a necessidade de se remover estrelas selectivamente, garantindo,
no entanto, que o catdlogo reduzido constitui um sub-conjunto representativo do catdlogo de
referéncia.

O algoritmo de reducdo proposto constitui uma oportunidade para aplicar os algoritmos
de construgdo e de edicdo de diagramas de Voronoi esféricos. Na base do algoritmo estd a
construcdo e edicdo (sob forma de remocdo de pontos) de diagramas de Voronoi esféricos,
representando cada ponto uma estrela. A qualidade de um catdlogo reduzido depende do
nimero de estrelas presentes em recortes circulares, centrados em posi¢cdes arbitrarias, tal
como € observado por uma camara. Logo, para se avaliar a qualidade de um catialogo, houve
necessidade de desenvolver um algoritmo de recorte de catdlogos de estrelas, sabendo-se que
um catalogo de estrelas é habitualmente formado por um conjunto numeroso de pontos na
superficie da esfera. Este recorte foi implementado com recurso a uma estrutura de dados
denominada de hierarquia de Voronoi que, como o nome indica, é baseada em diagramas
de Voronoi. Os algoritmos de reducdo e de recorte de um catdlogo foram implementados e

testados experimentalmente.

1.3 Contribuicoes originais

Os principais resultados desta tese sdo o desenvolvimento e andlise de algoritmos de constru-
cdo e edicdo de diagramas de Voronoi esféricos. Foram também obtidos resultados comple-
mentares, que derivam da anélise dos algoritmos desenvolvidos e da sua aplica¢do a um caso

pratico. Nomeadamente, sdo contribuicdes originais deste trabalho:
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O desenvolvimento de um novo algoritmo de construcdo do diagrama de Voronoi de
pontos na superficie da esfera. A eficiéncia e a facilidade de implementagao justificam

que este algoritmo seja o melhor para a construcdo do diagrama de Voronoi esférico;

O desenvolvimento de dois novos algoritmos de edi¢do de diagramas de Voronoi de
pontos no plano ou na esfera, um de inser¢do de um ponto num diagrama e outro
de remog¢do de um ponto de um diagrama. Em conjunto, estes algoritmos tornam a
implementac¢do do diagrama de Voronoi numa estrutura de dados dinamica;

A adaptacdo do método do varrimento do plano ao varrimento da superficie da esfera.
Este resultado, corolario do desenvolvimento do algoritmo de construcdo do diagrama
de Voronoi esférico, potencia a adaptacdo de outros algoritmos a esfera, desde que
baseados na estratégia do varrimento do plano;

O desenvolvimento de um algoritmo de reducdo de um catdlogo de estrelas. O algo-
ritmo de reducdo processa um catdlogo de estrelas, equalizando a distribuicao espacial
das estrela. E uma exemplificacdo da aplicabilidade dos novos algoritmos;

A construgdo de uma estrutura de dados de indexacdo espacial de pontos na superficie
da esfera, especializada para a selec¢do de pontos em recortes circulares. Faz parte
do desenvolvimento da solucdo de reducdo de catidlogos, exemplificando também a

aplicabilidade dos novos algoritmos.

Duas das contribui¢des enunciadas foram apresentadas em conferéncias internacionais.

Nomeadamente, o novo algoritmo de constru¢do do diagrama de Voronoi esférico (descrito

no capitulo 5) estd publicado em [29]:

Dinis, J., and Mamede, M. Sweeping the sphere., In Proceedings of the 2010 In-
ternational Symposium on Voronoi Diagrams in Science and Engineering (ISVD’10)
(June 2010), IEEE, pp. 151-160.

e os novos algoritmos de edi¢do do diagrama de Voronoi esférico (descritos no capitulo 6)

estdo publicados em [30]:

1.4

Dinis, J., and Mamede, M., Updates on Voronoi diagrams. In Proceedings of the
2011 International Symposium on Voronoi Diagrams in Science and Engineering
(ISVD’11) (June 2011), IEEE, pp. 192-199.

Estrutura do documento

Este documento divide-se em duas partes. A primeira parte expde o novo algoritmo de cons-

trucdo de diagramas de Voronoi esféricos e os dois novos algoritmos de edicdo de diagramas

de Voronoi, analisando-os em detalhe. A segunda parte é dedicada ao processamento de catd-

logos de estrelas, com o objectivo de exemplificar a utilidade dos algoritmos desenvolvidos.
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A parte I estéd organizada do seguinte modo.

O capitulo 2 define os diagramas de Voronoi, no plano e na esfera, enumerando as pro-
priedades mais relevantes. Neste capitulo s@o também descritos os algoritmos mais usuais de
construcdo e edicdo de diagramas planares e esféricos.

O capitulo 3 apresenta as triangulacdes de Delaunay, estruturas geométricas intimamente
ligadas aos diagramas de Voronoi. Define as suas propriedades e descreve os algoritmos mais
usuais para a sua construcdo e edicdo. Mais a frente, estes algoritmos sdo comparados com
os algoritmos equivalentes desenvolvidos neste trabalho.

No capitulo 4 ¢ apresentado um resumo dos algoritmos de constru¢ao do diagrama de
Voronoi planar pelo método do varrimento. Primeiro, na sec¢do 4.1, € revisto o varrimento
linear, que serve de base ao algoritmo de Fortune, apresentado em detalhe na sec¢do 4.2. Na
seccao 4.3 € descrita uma forma alternativa deste algoritmo, baseada no varrimento circular.
E uma adaptagdo do algoritmo de Dehne e Klein [21], aqui descrito com base na figura da
frente de onda.

O capitulo 5 descreve o algoritmo de varrimento esférico em detalhe, fazendo um amplo
uso da matéria do capitulo 4. A sec¢do 5.1 estuda o varrimento da esfera por elipses esféricas,
necessdrias para definir a frente de onda, que € a base do algoritmo de construcdo do diagrama
de Voronoi esférico, detalhado em pormenor na sec¢do 5.2. A seccdo 5.3 relaciona o novo
algoritmo com o diagrama de Voronoi planar obtido por projeccio estereogrifica, tal como
estabelecido por Brown [9].

O capitulo 6 apresenta e analisa dois novos algoritmo de edi¢do de diagramas de Voronoi.
Na seccdo 6.1 sdo estudados os algoritmos de edi¢do dos diagramas de Voronoi esféricos,
enquanto que os algoritmos de edicdo no plano sdo analisados na sec¢do 6.2. A sec¢do 6.3
apresenta uma forma alternativa do algoritmo de inser¢do, especifica para a implementagao
eficiente de interpolag@o por vizinhos naturais.

O capitulo 7, por fim, apresenta resultados experimentais que comparam os novos algo-
ritmos com algoritmos apresentados nos capitulos 2, 3 e 4.

A parte II consiste no desenvolvimento de um algoritmo de processamento de catdlogos
de estrelas, denominado de reducdo de catdlogo.

O capitulo 8 define a reducdo de um catdlogo e descreve o problema que a motiva. O al-
goritmo de reducio € descrito na sec¢do 8.1, enquanto que o método de aferi¢do de resultados
€ definido na secg¢éo 8.2.

O capitulo 9 apresenta a estratégia utilizada para a implementagdo da medic¢ao do desem-
penho de um catdlogo, baseada na operacao de recorte num conjunto de pontos. Na sec¢do 9.1
€ introduzida uma estrutura de dados para pesquisas de localiza¢do, denominada de hierarquia
de Voronoi. Na seccdo 9.2 € detalhada a operacdo de recorte num catdlogo de estrelas.

O capitulo 10 apresenta e analisa em detalhe os resultados do teste do algoritmo de redu-
cdo de catdlogos de estrelas.

A dissertagdo finaliza com possiveis seguimentos ao trabalho iniciado com o desenvolvi-
mento do método de varrimento na esfera, apontando algumas linhas de trabalho futuro.
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Diagramas de Voronoi






Capitulo 2
Diagrama de Voronoi

Um diagrama de Voronoi ¢ uma decomposicao de um espaco métrico, definido por uma fun-
¢ao distancia e por um conjunto de locais. Neste contexto, um local € um objecto geométrico
compacto que pode assumir variadas formas. Exemplos de um local no plano sdo um ponto,
um segmento de recta, um circulo, um poligono fechado, etc. Estes exemplos encontram cor-
respondéncia na esfera, desde que se faga uma adaptacdo geométrica apropriada, como € o
caso da troca de segmento de recta por segmento de arco de circulo maximo.

A escolha da forma dos locais e de uma funcdo distdncia define um tipo de diagrama
de Voronoi [2, 47]. Este trabalho incide sobre dois tipos de diagramas, ambos com locais
pontuais: o diagrama de Voronoi planar, definido pela distancia Euclidiana, e o diagrama de
Voronoi esférico, definido pela distdncia geodésica na esfera. Nas sec¢des que se seguem, sao

apresentadas as principais propriedades destes dois tipos de diagramas.

2.1 Diagrama no plano

O diagrama de Voronoi planar definido por um conjunto de pontos no plano e pela distancia
Euclidiana é o exemplo mais comum e mais simples de diagrama. Constitui uma subdivisao
do plano num conjunto de regides poligonais, em que cada regido estd associada a um ponto.
Mais exactamente, cada regido é formada pelo lugar dos pontos do plano que estdo mais
proximos do local que a gera do que de qualquer outro local. A Figura 2.1 ilustra um exemplo.

Formalmente, o diagrama de Voronoi planar é definido do seguinte modo.

Definicao 1 (Diagrama de Voronoi). Seja P = {p1, p2,..., pn} (com n > 2) um conjunto
de pontos em R2, denominados por locais, e seja dist(x, y) a distancia Euclidiana entre dois
pontos x e y. A regido de Voronoi V(p;) de um local p; € P é dada por: V(p;) = {x €
R? | dist(x, p;) < dist(x, pj),j = 1,...,n}. O diagrama de Voronoi de P forma uma
subdivisdo planar constituida por n regioes, uma por cada local de P. Isto é, V(P), é dado
por: V(P) = U!_; V(pi).

As regides de um diagrama cobrem todo o plano, existindo regides de drea finita e outras

de drea infinita. Os locais que pertencem ao involucro-convexo de P t€m regides de Voronoi

11
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Figura 2.1: Diagrama de Voronoi planar.

de drea infinita, delimitadas por linhas poligonais. Por oposicdo, as regides dos locais que
ndo pertencem ao invélucro-convexo sao delimitadas por poligonos.

Uma forma alternativa de caracterizar uma regido de Voronoi € através de um processo
de intersec¢do de semi-planos. Sejam p; e p; dois locais de P e h(p;, p;) o semi-plano
definido pela mediatriz do segmento de recta que une os dois locais e que contém p;. Desta
forma, a regido V(p;) = (\h(pi, p;) : pj € P \ {pi}. Por resultar da intersec¢do de n — 1
semi-planos, a fronteira de uma regido de Voronoi tem no maximo n — 1 arestas.

Topologicamente, um diagrama é formado por um conjunto de locais, arestas e vértices.
Uma aresta pertence sempre a duas regides, separando as regides de dois locais vizinhos. As
arestas podem ser segmentos de recta, semi-rectas ou mesmo rectas. As regides dos locais
ndo pertencentes ao invélucro-convexo sdo delimitadas por segmentos de recta. As regides
geradas pelos locais pertencentes ao involucro-convexo sio, regra geral, delimitadas por duas
semi-rectas e, eventualmente, por um ou mais segmentos de recta. No caso particular em que
todos os locais estdo colineares, cada regido € delimitada apenas por uma recta ou por um par
de rectas (paralelas entre si). Um vértice € partilhado por trés ou mais arestas. Por construgéo,
um ponto de uma aresta € equidistante a dois locais, enquanto que um vértice € equidistante
a trés ou mais locais.

O ndmero exacto de arestas de cada regido de Voronoi depende da forma como os pontos
estdo distribuidos. No mdximo, uma regiao de Voronoi tem n —1 arestas. Em média, o nimero
de arestas de cada regido € igual a seis, independentemente do nimero de locais [3]. Mais
exactamente, para n > 3, o nimero de vértices n, e o nimero de arestas n, de um diagrama
de Voronoi verificam as seguintes propriedades [50, 20]:

ny <2n-—25,

2.1
Ne <3n—6. @D

Estes resultados decorrem da aplicacdo da férmula de Euler, aplicdvel por intermédio de
um homeomorfismo entre uma sub-divis@o planar e um poliedro convexo. Segundo a férmula
de Euler, para qualquer poliedro convexo tridimensional com n, vértices, n, arestas e n s
faces tem-se:

Ny —Ne +nyg=2. 2.2)
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Figura 2.3: Circulos vazios maximos
num diagrama de Voronoi. Pontos em
tr€s casos: interior a uma regiao, sobre
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uma aresta e coincidente com um Vvér-
tice.

Para que se possa estabelecer um homeomorfismo, é necessario ligar de alguma forma as
arestas de comprimento infinito. Uma forma expedita é adicionando um vértice auxiliar v,
no “infinito”, ao qual todas as arestas infinitas sdo ligadas. Assim, sabendo que cada local
gera uma face, obtém-se a relagao:

(ny+1)—ne+n=2. (2.3)

Desta forma, cada aresta liga dois vértices e cada vértice pertence a tr€s ou mais arestas. Ou
seja:
2n, > 3(ny + 1). 2.4

Pelas expressdes (2.3) e (2.4), obtém-se as propriedades indicadas em (2.1). Observe-se que
cada aresta € partilhada por duas regides, o que justifica o nimero médio de seis arestas por
regido.

O resultado da expressdo (2.1) indica que o nimero de arestas é linear em n, apesar de
o nimero de mediatrizes possiveis entre n locais ser quadratico. Como € ébvio, nem todas
as mediatrizes possiveis geram uma aresta no diagrama de Voronoi. Porém, este resultado
assegura que o numero de arestas e o nimero de vértices de um diagrama de Voronoi sdo
lineares no nimero de locais.

Um modo interessante de caracterizar as arestas e os vértices de um diagrama de Voronoi
é por intermédio de circulos vazios maximos.

Definicao 2 (Circulo vazio maximo). Dado um ponto q ¢ P qualquer, o circulo vazio ma-
ximo de q em relacdo ao conjunto P, designado por Cp(q), é dado pelo maior circulo

centrado em q que ndo contém nenhum ponto de P no seu interior (ver Figura 2.2).

Por defini¢do, um circulo vazio maximo contém pelo menos um ponto de P na sua fron-

teira. Consequentemente, no diagrama V(P) verificam-se as seguintes propriedades:
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1. Um ponto g pertence ao interior de V(p;) se, e s6 se, Cp(q) apenas contém o local p;
na sua fronteira.

2. Um ponto ¢ pertence a uma aresta de V(P) se, e s6 se, Cp(q) contém exactamente
dois locais na sua fronteira.

3. V(p:i) e V(p;) partilham uma aresta se existe um ponto g tal que Cp(g) apenas contém

pi € pj na sua fronteira.

4. Um ponto g é um vértice de V(P) se, e s6 se, Cp(g) contém trés ou mais locais na sua

fronteira.

O ndmero de arestas incidentes num vértice, que € igual ao nimero de locais na fronteira
do circulo vazio maximo respectivo, designa-se por grau de um vértice. Vértices com grau
superior a trés designam-se por vértices miiltiplos.

Estas propriedades estdo ilustradas na Figura 2.3. A propriedade dos circulos vazios ma-
ximos permite identificar as arestas e os vértices do diagrama de Voronoi e € central na cons-

trucdo do diagrama por varrimento.

2.2 Diagrama na esfera

O segundo tipo de diagrama de Voronoi abordado neste trabalho € o diagrama formado por
pontos na superficie da esfera e pela distdncia geodésica, designado por diagrama de Voronoi
esférico e ilustrado na Figura 2.4.

Em termos gerais, as diferencas entre um diagrama na esfera e um diagrama no plano sdo
consequéncia da diferente funcdo distancia. Na esfera, a distncia entre dois pontos é dada
pelo comprimento do arco geodésico que os une [47], que € parte de um circulo mdximo na
esfera. A mediatriz do arco geodésico que une dois pontos € igualmente um circulo maximo.
Deste modo, o diagrama de Voronoi esférico é uma subdivisdo da superficie da esfera em
regides, delimitadas por segmentos de arcos de circulo maximo.

As propriedades do diagrama de Voronoi esférico sdo idénticas as do diagrama planar,
com excepg¢do de alguns detalhes intrinsecos ao dominio esférico. Como indicado atrds, a
mediatriz do arco geodésico que une dois locais € um circulo mdximo que divide o domi-
nio em dois hemisférios, em que cada um representa o lugar dos pontos mais préximos de
cada local. Agora, todas as regides t€m darea finita e todas as arestas sdo finitas, sendo cada
regido delimitada por poligonos esféricos. Os vértices mantém a mesma propriedade: sdo
equidistantes a trés ou mais locais.

Os diagramas de Voronoi esféricos sdo igualmente caracterizados pelos circulos vazios
maximos. O nimero de locais tangentes a um circulo vazio maximo indica se o centro do
circulo pertence ao interior de uma regido, a uma aresta ou a um vértice, tal como no caso
planar. Mas neste caso, um circulo também € definido pela interseccdo de um plano com a
esfera. Em particular, a intersec¢do da esfera pelo plano definido por trés locais na superficie
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Figura 2.4: Diagrama de Voronoi esférico.

da esfera (quando considerados pontos em R?) define um circulo que corresponde ao circulo
vazio méaximo circunscrito aos trés locais, em que o centro deste tltimo é um vértice do
diagrama. No caso de um vértice de grau superior a trés, todos os locais sdo necessariamente
coplanares.

O ndmero de elementos de um diagrama de Voronoi esférico difere ligeiramente do equi-
valente planar. Agora o dominio é fechado, ndo sendo necessdario recorrer ao artificio de
considerar um vértice no infinito. Neste caso, o diagrama de Voronoi é homeomorfo a um
poliedro convexo. Portanto, pela formula de Euler, tem-se que:

Ny —MNe +1 =2, (2.5)

em que ny, " € n sdo o ndmero de vértices, o nimero de arestas e o nimero de locais,
respectivamente. Seguindo o mesmo argumento que no plano, tem-se que cada vértice tem
trés ou mais arestas incidentes e cada aresta € partilhada por dois vértices. Ou seja:

2ne > 3ny . (2.6)

Juntando as duas relagdes, conclui-se que num diagrama de Voronoi esférico o nimero de
vértices n, e o nimero de arestas n, verificam as relagdes:

ny <2n—4,

2.7
Ne < 3n — 6. @7

As igualdades verificam-se quando todos os vértices tém grau trés [47].

2.3 Implementacao de diagramas

Os diagramas de Voronoi sdo, habitualmente, implementados por uma de duas estruturas de
dados: a quad-edge [39] ou a DCEL [20].



16 CAPITULO 2. DIAGRAMA DE VORONOI

AR
St IA NN
-7
Pl 11 NN
® ok :
- 1 S
- 1y N
3 - AR

e.simétrica 57T ) NS
o /:’ g 1 \\\
RN \
¢ —-———- __e;r_oc_icida I' \\:\ II/I e .m\\\\
o-____- I I, > O 1! ~ 1 BN
—1 1! DN . B R
e.rodada i) s 1+ € eseguinge |[S AN
_',_,. /.v/?‘q:::::: S oo A N
e 1! L 7 v [T %0
v 1! s Wy Pl
1! < nwe Pl
Ptad o l: //,// “\ M ///’//

I/; I| P - . / N

H N Y Pl

. P ol

e.origem ‘\~::/é/\ A
RN P
SR
Figura 2.5: Ilustracdo de uma quad- Figura 2.6: Representacdo de um diagrama
edge, estrutura que agrupa quatro ares- de Voronoi por uma estrutura quad-edge.

tas orientadas: e, e.simétrica, e.rodada
e e.rodada™!.

A quad-edge é uma estrutura de dados que implementa simultaneamente uma sub-divisdo
e o seu dual que, no caso presente, é o diagrama de Voronoi e a triangula¢do de Delaunay.
O nome deriva da forma como as arestas sdo representadas. Num diagrama de Voronoi,
uma aresta € incidente a dois vértices (extremos da aresta) e a duas faces (geradas por dois
locais). Uma quad-edge € uma estrutura que agrupa quatro arestas orientadas correspondendo
a uma aresta do diagrama (que liga dois vértices) e a aresta dual (que liga dois locais na
triangulacdo). A Figura 2.5 ilustra uma quad-edge. Para simplificar o discurso, designe-se
uma aresta orientada apenas por aresta. Uma quad-edge € representada por um vector de
quatro arestas, permitindo o acesso directo entre uma aresta e as restantes arestas do grupo.
Cada aresta contém ainda um ponteiro para uma aresta seguinte € um ponteiro para o elemento
origem da aresta (que pode ser um vértice ou um local do diagrama de Voronoi). A aresta
seguinte de uma aresta é aquela que se encontra numa rotagcao segundo o sentido directo em
torno da sua origem. A Figura 2.6 exemplifica a representacdo de um diagrama de Voronoi
por uma quad-edge, assinalando também as arestas seguintes de duas arestas, e € e/, com
origem num vértice e num local, respectivamente. Os ponteiros e.seguinte implementam uma
lista simplesmente ligada das arestas em torno de uma origem. Desta forma, a vizinhanca
em torno de um local é obtida por um percurso nesta lista. Se ¢’ é uma aresta incidente a
um local, a origem de e’.simétrica identifica um local vizinho, enquanto que a origem de
e’ .rodada (ou e’.rodada™") identifica um vértice da fronteira da regido respectiva. Dada a
simetria da quad-edge, os locais e vértices adjacentes a um vértice sdo obtidos de um modo
semelhante.

A simetria intrinseca da quad-edge faz desta uma estrutura de dados simples e flexivel,
caracteristicas desejdveis na implementa¢do de um algoritmo. Porém, por nenhuma razao em

particular, a escolha de estrutura de dados para implementar diagramas de Voronoi, para os
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e.regido

Figura 2.7: Tlustragdo de uma meia-aresta numa DCEL.

algoritmos desenvolvidos neste trabalho, recaiu sobre a DCEL. Esta € uma estrutura de dados
igualmente simples e flexivel, especifica para a implementacao de subdivisdes em superficies
bidimensionais, embora sem possuir a simetria que caracteriza a quad-edge. Note-se, no
entanto, que nenhum dos algoritmos depende de caracteristicas tnicas da DCEL, podendo
todos ser facilmente adaptados a quad-edge.

A DCEL, contraccio de lista duplamente ligada de arestas', é uma estrutura de dados
capaz de representar um grafo planar, seja no plano ou numa superficie em 3D (como a
esfera). Tal como o nome indica, é uma estrutura desenhada em torno das arestas de um
diagrama. Cada regido € descrita por uma lista circular duplamente ligada de arestas. Como
uma aresta pertence a duas regides, uma aresta do diagrama € repartida por duas instancias de
meias-arestas, gémeas uma da outra, pertencendo a listas de arestas distintas.

A DCEL estd ilustrada nas Figuras 2.7 e 2.8. Um diagrama € representado por um vector
de meias-arestas E, conjuntamente com dois vectores adicionais: um vector de indices R
que associa a cada regido uma meia-aresta (arbitraria) da lista correspondente e um vector
de indices 7' que associa a cada vértice uma das meias-arestas que o tém por origem. As
coordenadas sdo guardadas em dois vectores: um para as coordenadas dos locais P e outro,
opcional, para as coordenadas dos vértices V.

Cada célula de uma lista, que abusivamente se denomina por meia-aresta (ilustrada na
figura 2.7), contém indices (em E) para o elemento seguinte e para o elemento anterior, um
indice (em E) para a aresta gémea (que liga a regido a regido vizinha), um indice (em R e P)
que identifica o local da regido a que pertence e um indice (em 7 e V') que identifica o vértice
origem.

Uma operacdo de consulta numa DCEL traduz-se num percurso pelas suas meias-arestas.
Destacam-se duas operacgdes. A fronteira de uma regido i € obtida percorrendo a lista circular
que tem inicio em eg = R[i]. As arestas e; desta lista permitem conhecer, por exemplo,
as coordenadas dos vértices respectivos (V' [ex.origem]) ou os indices dos locais vizinhos
(er.gémea.regido). Um passeio num diagrama, com inicio numa aresta arbitraria e, € obtido

'Do acrénimo em Inglés doubly connected edge list.
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Estrutura DCEL: Estrutura meia-aresta:
vector: E {meias-arestas } inteiro: seguinte {indice em E'}
vector: R {aresta incidente a regido i } inteiro: anterior {indice em E'}
vector: T {aresta incidente ao vértice i } inteiro: gémea {indice em E'}
vector: P {coordenadas dos locais} inteiro: regido {indiceem Re P}
vector: V {coordenadas dos vértices} inteiro: origem {indiceem T e V'}

Com os seguintes invariantes:
Rli].regido =i

T[j].origem = j

Figura 2.8: Representacdo de um diagrama por listas duplamente ligadas de arestas (DCEL).

transitando entre regides (via e.gémea) seguido de um percurso nas meias-arestas da nova
lista circular, a procura da regido seguinte.

A triangulacdo de Delaunay € obtida de forma implicita por intermédio do vector 7. O
triangulo centrado num vértice k € obtido percorrendo as trés arestas que tém k como origem
(comecando por e = T'[k]), registando os locais incidentes as meias-arestas.

As regides de drea limitada sdo naturalmente descritas por uma lista duplamente ligada
circular. Para as regides ilimitadas, existentes apenas nos diagramas planares, ha que resolver
a interrupgdo entre as arestas definidas por semi-rectas. Na sec¢@o 2.1, este obstdculo foi
resolvido com a introdug@o de um vértice auxiliar v, localizado no infinito, ao qual todas
as arestas infinitas ligam. No entanto, esta solucdo tem a desvantagem de introduzir, no caso
geral, um vértice multiplo. Como se verd mais a frente, o algoritmo de Fortune produz dia-
gramas contendo apenas vértices de grau trés. A solug@o passa por adicionar um local ficticio
Poo»> Posicionado no infinito, e fechar cada regido ilimitada com a adi¢do de uma aresta que
separa o local gerador respectivo do local po. Desta forma, cada regido ilimitada é aumen-
tada com a adi¢do de uma aresta e dois vértices (auxiliares), tendo o local po, por vizinho.
Este esquema tem a vantagem de normalizar as transformagdes a operar num diagrama. Em
particular, a operacdo de rotacdo de uma aresta (descrita abaixo) é vdlida também para uma

aresta auxiliar, simplificando a edicdo de diagramas de Voronoi planares.

Os algoritmos de edi¢do (descritos no Capitulo 6) transformam um diagrama, represen-
tado por uma DCEL, aplicando apenas trés operacdes bdsicas: a rotacdo de uma aresta e a
inserc@o e remog¢ao de um par de arestas.

A rotacdo de uma aresta estd ilustrada na Figura 2.9, onde cada aresta é representada
pelo par de arestas gémeas. Quando a aresta e € rodada, duas arestas adjacentes (b e d) sdo
religadas ao extremo oposto de e, enquanto que as outras duas arestas adjacentes (a e ¢) se
mantém inalteradas. A rotacdo de uma aresta faz com que e seja expulsa das regides a que
pertence (c.f. Figura 2.9 da esquerda para a direita). Por outro lado, a rotagdo de uma aresta
incidente a uma regido absorve essa aresta para a fronteira da regido (c.f. Figura 2.9 da direita
para a esquerda).

A inser¢do de um par de arestas € utilizada para criar uma regido, no inicio da operagdo de

insercdo de um novo local. Dada uma aresta e, a inser¢do de um par de arestas em e consiste
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Figura 2.9: Rotagcdo de uma aresta e Figura 2.10: Insercdo/remog¢do de um
numa DCEL. par de arestas numa DCEL.

em trocar e por quatro arestas e dois vértices, tal como ilustrado na Figura 2.10 (da esquerda
para a direita). A nova regido consiste em apenas dois vértices (i1 e i) e duas arestas (f e
12).

A operacdo inversa, a remocao de um par de arestas, € utilizada para eliminar uma regiao,
na operacao de remocdo de um local. A remocdo de um par de arestas consiste em substituir
as duas arestas que formam a regido e as duas arestas incidentes, e; € e,, por uma tnica aresta
e (ilustrado na Figura 2.10, da direita para a esquerda).

As operagdes descritas transformam um diagrama por via de altera¢des topoldgicas (com
novas ligacOes entre arestas) e alteragdes geométricas (com vértices em novas posicoes). No
entanto, durante uma operacdo de edi¢do, apenas sdo consideradas as alteragdes topoldgicas.
O célculo das posi¢des dos vértices modificados (que € opcional) sé € feito apds finalizada a
sequéncia de alteragdes topologicas.

2.4 Algoritmos de construcao e de insercao

Os diagramas de Voronoi e as triangulagdes de Delaunay sdo estruturas de tal forma interliga-
das que um algoritmo de constru¢@o de uma das estruturas também constrdi, implicitamente, a
outra. Nesta seccdo sdo apresentados algoritmos de construg¢do de diagramas de Voronoi pla-
nares e esféricos. Os algoritmos de construcdo da triangulacdo de Delaunay sio apresentados
mais a frente, na seccio 3.2.

O primeiro algoritmo de constru¢do do diagrama de Voronoi planar com complexidade
temporal O(n log n) no pior caso foi desenvolvido por Shamos e Hoey [54], sendo baseado na
estratégia de divisdo e conquista. Dado um conjunto S de n locais no plano, este é separado
em dois sub-conjuntos S, e Sz, com um nimero de elementos aproximadamente igual, cujos
diagramas V(S.) e V(S4) sdo construidos recursivamente e depois unidos para formar o
diagrama V'(S). A sub-divisdo consiste em dividir o conjunto de locais pela linha vertical
que passa pela mediana de S, segundo as abcissas. A unido dos dois diagramas V(S,) e
V(S;) faz-se determinando a sequéncia de mediatrizes que separam regides de locais de
Se de regides de locais de S;. Esta sequéncia forma uma linha poligonal monétona em
y e é determinada iterativamente, como ilustra a Figura 2.11. O ponto de partida é dado
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Figura 2.11: Constru¢do do diagrama de Voronoi pelo método de divisdo e conquista.

por uma das duas arestas que pertencem ao invélucro-convexo de S e com extremos em
cada um dos sub-conjuntos. Conhecidos os invélucros convexos de S, e S;, basta adicionar
duas arestas para se obter o invélucro-convexo de S, sendo estas facilmente determinadas em
tempo linear. Destas duas arestas, seja m a aresta com o extremo de maior ordenada, com
ep € Se edg € S;. A mediatriz de m, quando percorrida de cima para baixo, intersecta
arestas dos diagramas de cada sub-conjunto. Se a mediatriz de eq d, intersecta primeiro uma
aresta de V(S,) (como ilustrado na Figura 2.11), entdo é adicionado um vértice na posi¢do
da interseccdo, € adicionada uma aresta sobre a mediatriz de M e € iniciada uma nova
mediatriz, agora do segmento e1dp, sendo eq o vizinho de ey com quem partilha a aresta
intersectada. No caso de ser uma aresta de V(S;) a ser primeiro intersectada pela mediatriz
de m, ¢ executado um procedimento semelhante, sendo ao invés iniciada a mediatriz do
segmento eod,. A nova mediatriz comeca a tracar um segmento de aresta de V(S) até que
intersecta uma aresta de V(S,) ou uma aresta de V' (Sy). Continuando, é adicionado um novo
vértice, € determinada uma nova mediatriz e o processo € iterado até se completar o tracado da
linha poligonal. A ultima aresta determinada coincide com a mediatriz da segunda aresta que
une os invélucros convexos de S, e S, atras referidos (aresta edd4na Figura 2.11). A linha
poligonal é determinada em tempo linear no nimero de pontos das duas sub-divisdes. Logo,
a construcdo do diagrama de Voronoi pelo método de divisdo e conquista faz-se em tempo
O(nlogn), o que é 6ptimo. Apesar da complexidade 6ptima, este algoritmo € reportado
como sendo de dificil implementacdo [48, 39], relevante apenas do ponto de vista histdrico.
Por outro lado, a eficiéncia deste algoritmo € penalizada pela repetida adicdo e remogdo de

algumas arestas na jung¢do recursiva dos diagramas.

O algoritmo de Green e Sibson [38] constréi o diagrama de Voronoi planar, sendo baseado
na estratégia de construg¢do incremental. Conceptualmente, € muito simples. A construgio
faz-se iterativamente, adicionando um local de cada vez. Imagine-se que se tem um diagrama
V(S) de n locais. A adi¢do de um novo local s comega pela localiza¢do do local so que
lhe estd mais préximo, com o qual partilha necessariamente uma aresta (ver Figura 2.12).
A segunda aresta é determinada prolongando a mediatriz do segmento § 5, que intersecta,
pelo menos, uma das arestas de V(sg). O ponto de intersec¢do com a aresta identifica um
vértice de V(S U {s}), enquanto que o local s1, com o qual s¢ partilha a aresta intersectada,
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Figura 2.12: Construg@o do diagrama de Voronoi pelo método incremental.

permite identificar uma nova mediatriz, agora entre s e s1. O resto da fronteira da nova
regido € determinado iterando este procedimento, até se regressar ao ponto de partida ou ndo
se registar nenhuma intersec¢do da mediatriz corrente com qualquer aresta de V' (.S) (que se
verifica no caso em que V(s) € uma regido ndo-finita). A adicdo do local s termina com a
remocao da parte de V(S) interior a nova regido.

Os autores indicam duas formas de identificar o local mais préximo de s, ponto de partida
para a insercdo. Na forma mais simples, € feito um passeio no diagrama corrente, percorrendo
regides sucessivamente mais proximas do novo local, com custo O(4/n), o que conduz a um
algoritmo com complexidade temporal de O(n*/?). Como forma de acelerar o processo, é
também sugerido que a pesquisa se faca passeando em geragdes sucessivas de diagramas,
guardando uma cépia do diagrama corrente apés cada inser¢ao. Potencialmente, um passeio
num diagrama mais “antigo” aproxima-se mais rapidamente do alvo, servindo o resultado
intermédio como ponto de partida para o passeio num diagrama mais “recente”. E sugerido
que tal algoritmo possa ter uma complexidade de O(n logn) no tempo, a custa de um maior
consumo de memoria. Tal como o algoritmo por divisdo e conquista, o algoritmo incremental
tem a desvantagem de produzir multiplas versdes da regido de cada local, implicando a adi¢do
e posterior remocao de arestas que ndo fazem parte do diagrama final.

O algoritmo de Fortune serd apresentado na sec¢do 4.2.

A construcdo do diagrama de Voronoi pelo método incremental € facilmente adaptavel ao
dominio esférico, notando apenas que segmentos de recta no plano correspondem, na esfera,
a arcos de circulo maximo. Também & possivel aplicar o método incremental a construcio da
triangulagdo de Delaunay, o que € descrito na secc¢ao 3.2.

O primeiro algoritmo de construcdo de diagramas de Voronoi esféricos foi desenvolvido
por Brown [9] e faz uso da liga¢do entre o invélucro-convexo e a triangulacdo de Delau-
nay: o invélucro-convexo de pontos na superficie da esfera é topologicamente equivalente
a triangulacdo de Delaunay esférica. Mais concretamente, uma face do invélucro-convexo
corresponde a um tridngulo da triangulacdo de Delaunay e, consequentemente, a um vértice
do diagrama de Voronoi. Logo, o diagrama de Voronoi esférico pode ser obtido calculando
o invélucro-convexo de pontos em 3D. Existem vdrios algoritmos para este fim. Brown [9]

sugere o algoritmo de divisdo e conquista de Preparata e Hong [49, 50], com uma comple-
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Figura 2.13: Constru¢do do diagrama de Figura 2.14: Constru¢do do diagrama de
Voronoi por projec¢do na esfera. Voronoi por projeccao no paraboldide.

xidade O(n logn) no pior caso, sendo n o nimero de pontos. Uma alternativa assimptotica-
mente mais lenta, mas de implementa¢c@o mais simples, é dada pelo algoritmo de Clarkson e
Shor [18], cuja complexidade ¢ de O(nlogn) no caso esperado. Neste dltimo algoritmo, o
involucro-convexo tridimensional € calculado incrementalmente, adicionando os locais um a

um.

Outro resultado importante, também devido a Brown [9], relaciona pontos na superficie
da esfera com a sua projec¢do estereografica num plano (ver Figura 2.13). O diagrama de
Voronoi de pontos no plano é topologicamente equivalente ao invélucro-convexo dos pon-
tos na esfera visiveis do plano. Mais especificamente, os locais que definem uma face do
involucro-convexo, visivel do plano, também definem um vértice no diagrama de Voronoi
(ou, de modo equivalente, um tridngulo na triangulagdo de Delaunay). De facto, € interes-
sante notar que Brown fez uso desta propriedade para construir o diagrama de Voronoi no
plano. Na et al. [46], baseando-se na relacdo inversa, mostraram como construir o diagrama
de Voronoi esférico combinando dois diagramas de Voronoi planares dos locais projectados.
O algoritmo resultante funciona para quaisquer locais compactos. Para locais pontuais, a
complexidade temporal € de O(n logn).

A correspondéncia entre o diagrama de Voronoi planar e o invélucro-convexo de pontos na
superficie da esfera, descoberta por Brown [9], ¢ um exemplo de conexao entre uma estrutura
num espago (2D) e uma superficie imersa num espaco de ordem superior (3D). Mais tarde,
Edelsbrunner e Seidel [32] descobriram uma segunda correspondéncia entre diagramas de
Voronoi e uma superficie imersa num espago de ordem superior, sob a forma de uma projec-
cdo de pontos num parabolédide. Esta correspondéncia foi usada por Preparata e Shamos [50]
para desenvolver um algoritmo de construcio do diagrama de Voronoi. Neste algoritmo, cada
ponto p = (x, y) do plano é projectado no paraboléide definido por z = x2 + y2. Ou seja, a
cada ponto p do plano é associado um ponto p* = (x, y, x> + y2) posicionado na superficie
do paraboléide (ver Figura 2.14). A projec¢do no paraboldide permite a construcido do dia-
grama de Voronoi pelo mesmo método que a projeccdo estereogréfica, uma vez que a parte

do invélucro-convexo, visivel do plano, equivale topologicamente ao diagrama de Voronoi no
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plano. Também neste caso se observa que cada face do invélucro-convexo corresponde a um
vértice do diagrama de Voronoi no plano (que equivale também a um tridngulo da triangulagcdo
de Delaunay).

As correspondéncias entre diagramas de Voronoi no plano e superficies imersas em R3,
seja na esfera ou no paraboldide, t€m a propriedade de se generalizar para R”. A relevancia
desta propriedade € notdria dada a existéncia de algoritmos de constru¢do de involucros-
convexos em dimensdo arbitraria [12, 16, 5].

A inserc@o de um local num diagrama pode ser feita exactamente como indicam os al-
goritmos incrementais, atrds descritos. Se a estrutura de dados a actualizar € um diagrama
de Voronoi, a inser¢ao pode ser feita pelo algoritmo de Green e Sibson [38] que, como foi
referido, aplica-se ao plano e a esfera. Se a estrutura de dados a actualizar € um inv6lucro-
convexo (por via de uma das correspondéncias indicadas entre um diagrama de Voronoi e
um invélucro-convexo) a insercdo do novo local pode ser feita com o algoritmo incremen-
tal de Clarkson e Shor [18]. Em qualquer dos casos, a insercdo € a operacdo natural destes
algoritmos, ndo sendo necessaria qualquer adaptacio para este fim.

2.5 Algoritmos de remocao

A operac@o de remocdo ndo € tdo simples como a de inser¢ao, estando a investigagcao recente
focada principalmente no dominio planar. A remog¢do de um local de um diagrama € feita em
duas fases. Na primeira fase, que € trivial, sdo removidas as arestas do diagrama que formam
a fronteira da regido do local a remover, criando um buraco. Na segunda fase, bastante mais
complexa, o buraco é preenchido com novas arestas que estendem a fronteira das regides
vizinhas, completando a remocgao.

Existem vdrias solucdes para a segunda fase. O algoritmo de Aggarwal ef al. [1] tem
um grande interesse tedrico porque executa em tempo linear, no pior caso. No entanto, é
demasiado intrincado e, por isso, de dificil implementacao.

O algoritmo de Chew [14] constrdi o diagrama de Voronoi de um conjunto de pontos loca-
lizados nos vértices de um poligono convexo, tendo sido adaptado pelo autor para remover um
local de um diagrama de Voronoi. Trata-se de um algoritmo aleatério incremental de comple-
xidade linear, no caso esperado. Considerem-se os locais P = py, ..., pm, vizinhos do local
removido s, ordenados segundo a ordem induzida pelas arestas de V(s). Sejam ry,...,7py
os mesmos locais segundo uma ordem aleatdria. Para cada local r; (i > 1) € determinado
um local a; € {ry,...,rj—1} vizinho de r;, isto €, um local a; com quem r; partilha uma
aresta em V({ry,...,r;}). A determinacdo de a; é facil de elaborar se se inverter o sentido
do problema, imaginando que se eliminam os locais de V' (P), um de cada vez. Por exemplo,
se p3 € eliminado (c.f. Figura 2.15), entdo p, e p4 sdo vizinhos em V(P \ {p3}); se p, é
eliminado, entdo p; e p4 sdo vizinhos em V(P \ {p2, p3}), e assim sucessivamente. Dada a
relativa simplicidade da estrutura do diagrama de Voronoi de P, uma lista duplamente ligada

dos locais p; € suficiente para registar a relacdo de vizinhanca dos locais vizinhos ainda ndo
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Figura 2.15: Remog¢do de um local de um diagrama pelo algoritmo de Chew.

“eliminados”. No caso geral, em que V(s) é uma regiao limitada, ha sempre dois locais can-
didatos para vizinho de r;, qualquer um elegivel como a;. Se V(s) € uma regido ndo-limitada,
a sua fronteira € agora uma linha poligonal (ndo-fechada). Neste caso, existem dois locais
que, apesar de serem adjacentes em P, ndo sdo necessariamente vizinhos em V(P); apds a
remogdo de s, estes podem ficar separados por uma regido infinita. Este caso pode ser identi-
ficado assinalando, na lista duplamente ligada de locais de P, a adjacéncia que liga os locais
inicialmente separados por uma regifo infinita, e nunca os escolhendo como vizinhos um do
outro.

Uma vez determinado o vizinho a;, o diagrama V(P) é construido iterativamente. Pri-
meiro é criado V(ry). Depois, cada r; € inserido em V({ry,...,r;—1}), seguindo a fronteira
da sua regido que comeca com uma aresta entre r; € @;. Ou seja, € construida a regido de
cada r; recortando o diagrama de Voronoi formado pelos locais ja adicionados, de uma forma
idéntica a utilizada no algoritmo de inser¢do. A Figura 2.15 ilustra este algoritmo.

A inser¢do dos locais vizinhos segundo uma ordem aleatdria garante uma complexidade
temporal de O(mlogm), no caso esperado. A principal desvantagem desta abordagem € a
ineficiéncia dos passos intermédios: durante o processo, sdo calculadas e adicionadas arestas
que ndo pertencem ao diagrama final.

Apesar de nao ser explicitado na literatura, o algoritmo de Chew [14] é facilmente adap-
tavel ao dominio esférico. Tal como o algoritmo de inser¢@o incremental, basta substituir, na
descri¢@o do algoritmo, segmentos de recta por arcos de circulo méximo.



Capitulo 3
Triangulacao de Delaunay

Um diagrama de Voronoi ndo sé agrega as relagcdes de vizinhanga espacial entre locais, como
também define a forma como essas relacdes sdo representadas. Independentemente da forma
dos locais ou da func¢do distancia considerada, um diagrama de Voronoi associa a cada local
uma regido, cuja fronteira é representada explicitamente, tendo as regides ligadas entre si.
No entanto, as mesmas relagdes de vizinhanga podem ser descritas de uma forma alternativa.
A triangulacdo de Delaunay é uma estrutura de dados que agrega a mesma informacao que
o diagrama de Voronoi, mas representando explicitamente as ligagdes entre locais, sendo a
regido de cada local apenas representada de forma implicita. As duas estruturas sdo duais
uma da outra. Dois locais sdo vizinhos no diagrama de Voronoi se e s6 se estdo ligados por
uma aresta na triangulacdo de Delaunay. Consequentemente, a triangulacdo de Delaunay é
formada pelo conjunto das arestas incidentes a locais vizinhos (no diagrama de Voronoi). A
Figura 3.1 ilustra a triangulacdo correspondente ao diagrama da Figura 2.1.

Por terem a mesma capacidade descritiva, a triangulacdo de Delaunay e o diagrama de
Voronoi tém um uso semelhante como ferramentas de andlise de dados espaciais. Consoante
o tipo de informacdo pretendida, pode ser mais natural sintetizar as relacOes geométricas
numa ou noutra estrutura. Dois exemplos ilustram a diferenca.

O primeiro exemplo € dado pela modelagdo de terrenos por conjuntos de pontos. Um mo-

delo digital de terreno € uma representacao de uma superficie tridimensional (normalmente a

Figura 3.1: Triangulacdo de Delaunay planar.

25
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Figura 3.2: Exemplo de um modelo digital de Figura 3.3: Exemplo de interpo-
terreno. lag@o por vizinhos naturais.

superficie terrestre), criada a partir do conhecimento da elevagdo num ndmero finito de posi-
coes, formando uma rede irregular de pontos. Esta rede irregular €, habitualmente, agrupada
numa triangulacdo de Delaunay, preferida pela propriedade intrinseca que esta tem de maxi-
mizar os angulos internos dos tridngulos. Neste contexto, a triangulacdo é construida a partir
das projeccdes dos pontos na superficie horizontal. A agregacdo das elevacdes numa trian-
gulagdo é vantajosa porque facilita a constru¢do de uma representacdo gréfica (ilustrada na
Figura 3.2), assim como a identificagc@o de caracteristicas morfoldgicas (cristas, vales, encos-
tas, planaltos, etc.). Neste contexto, a triangulacdo de Delaunay é, obviamente, a ferramenta
adequada.

O segundo exemplo é dado por um método de interpolacdo. Interpolar € estimar o valor
de uma medida (temperatura, por exemplo) numa posi¢do arbitraria, a partir de medidas co-
nhecidas em posi¢des proximas. A interpolac@o por vizinhos naturais calcula uma estimativa
sobre o diagrama de Voronoi dos pontos em que sdo conhecidas medidas. Neste método, a
interpolagdo € feita inserindo um local num diagrama de Voronoi, na posi¢do a interpolar,
0 que gera uma regido cuja drea € ganha a custa da redugdo da 4rea das regides vizinhas.
Os locais cuja area foi reduzida sdo os vizinhos naturais do ponto a interpolar. O valor da
interpolacdo € a média ponderada das medidas dos vizinhos naturais, com o peso de cada
vizinho dado pela area roubada relativa (exemplificado pelas areas dos poligonos wy, ..., ws
na Figura 3.3). Para este fim, é necessdrio calcular 4reas e intersec¢des de regides de Voronoi,
sendo o diagrama de Voronoi a escolha preferivel. O método de interpolac¢do por vizinhos

naturais € apresentado em detalhe na sec¢do 6.3.

Dado que o diagrama de Voronoi e a triangulagao de Delaunay sdo estruturas duais, cons-
truir uma equivale a construir a outra, mesmo que implicitamente. Naturalmente, um algo-
ritmo estd intimamente ligado a estrutura de dados que constréi. Por exemplo, a construcdo
incremental da triangulacdo de Delaunay (descrita na secc¢do 3.2) € feita apenas por manipu-
lagdes do elemento mais bésico da triangulacdo: o tridngulo. Em contraste, o algoritmo de
construgdo do diagrama de Voronoi pelo varrimento do plano (descrito na sec¢do 4.2) identi-
fica, essencialmente, arestas entre locais vizinhos. Por este motivo, € interessante comparar os

algoritmos de construcdo e edi¢do dos diagramas de Voronoi com os algoritmos preferenciais
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Figura 3.4: Propriedade dos circulos circunscritos aos vértices de tridngulo numa triangulagcao
de Delaunay.

de construgdo e edi¢do da triangulacdo, seja no plano ou na esfera.
Vamos ver primeiro as propriedades das triangulacdes de Delaunay e depois detalhar os
algoritmos de construgdo e edig¢do respectivos.

3.1 Propriedades

No plano, uma triangulacdo de um conjunto de pontos P € uma subdivisdao do invélucro-
convexo em tridngulos de tal modo que dois tridngulos apenas se intersectam nos lados e os
vértices de todos os tridngulos coincidem com P. No caso geral, um conjunto de pontos aceita
um ndmero elevado de triangulacdes. No entanto, de entre todas as triangulagdes possiveis,
existe um tipo de triangulacdo que se destaca: a triangulacdo de Delaunay. Este tipo de
triangulacdo tem a propriedade de maximizar o dngulo minimo (nos vértices) de todos os
triangulos na triangulacdo. O resultado € uma triangulag¢do que escolhe, sempre que possivel,
tridngulos com uma forma mais préxima de um tridngulo equilétero, evitando, sempre que
possivel, tridngulos longos e estreitos. Esta propriedade torna a triangulacdo de Delaunay
especial, potenciando o seu uso em muitos contextos.

Outra propriedade desta estrutura relaciona-a com os diagramas de Voronoi: os circulos
circunscritos aos vértices de cada tridngulo ndo contém nenhum ponto de P no seu interior
(ilustrado na Figura 3.4). Desta forma, pelas propriedades dos circulos vazios maximos,
obtém-se uma equivaléncia entre vértices no diagrama e tridngulo na triangulagao.

Para finalizar, enunciam-se algumas equivaléncias entre diagramas de Voronoi e triangu-
lagoes de Delaunay. Em diagramas de Voronoi em que todos os vértices tém grau trés, tem-se
que:

e um vértice no diagrama corresponde a um tridngulo da triangulagdo, com o vértice
localizado no centro do circulo circunscrito aos trés locais que definem o tridngulo;

e dois locais estdo ligados por uma aresta na triangulagao se e sé se partilham uma aresta

do diagrama;
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Figura 3.5: Triangulag¢do de Delaunay esférica.

e cada aresta do diagrama de comprimento infinito corresponde a uma aresta da triangu-

lag@o que pertence ao invélucro-convexo dos locais.

A presenca de vértices de grau miltiplo (superior a trés) num diagrama implica uma restri¢ao
adicional. Extrapolando a equivaléncia entre vértices e tridngulos, um vértice de grau k cor-
responde a um poligono (na triangulagio) de k lados e vértices co-circulares. Para completar
a triangulacdo é suficiente triangular o poligono referido (por uma triangulacéo arbitraria).
Nestes casos, a triangulagdo de Delaunay ndo € dnica. Porém, prova-se facilmente que todas
as triangulacdes possiveis (do poligono) possuem os mesmos angulos internos [20]. Isto &,
€ garantida a maximizacdo do menor angulo nos vértices, qualquer que seja a triangulagdo
escolhida.

A triangulacdo de Delaunay esférica possui as mesmas propriedades e a mesma corres-

pondéncia descritas para o caso planar, com excep¢do de duas diferencas:
e 0s tridngulos (esféricos) sao formados por arcos de circulo méximo;
e todas as arestas (do diagrama) t€m comprimento finito.

De resto, a triangulagdo representa uma subdivisdo do dominio esférico, tal como o diagrama
de Voronoi. A Figura 3.5 ilustra a triangulacdo de Delaunay esférica dual do diagrama de
Voronoi da Figura 2.4.

3.2 Algoritmos de construcao e de insercao

Vamos agora descrever a escolha usual para a constru¢do da triangulagdo de Delaunay. Inici-
almente, este algoritmo foi desenvolvido para a construcio da triangulacio no plano [38, 20]
tendo sido, posteriormente, adaptado ao dominio esférico [52]. Representa a escolha mais
usual por ser um algoritmo conceptualmente simples e de facil implementacdo. E também
uma opc¢ao eficiente, competindo, nesse aspecto, com o algoritmo desenvolvido neste traba-
lho.



3.2. ALGORITMOS DE CONSTRUCAO E DE INSERCAO 29

Figura 3.6: Rotacdo de uma aresta numa triangulagdo. No quadrildtero definido por dois tri-
angulos adjacentes, a rotagdo de uma aresta equivale a troca de uma diagonal do quadrilétero
pela outra diagonal. Permite a legalizagdo de uma aresta. Em (a), a aresta e € ilegal; apds
rotagdo, em (b), a aresta e’ € legal.

A construcdo da triangulagdo de Delaunay faz-se por um algoritmo aleatério incremental.
A inser¢do de um local numa triangulagdo é feita em duas etapas. Primeiro € procurado
o tridngulo que contém o novo local, assumindo-se, por agora, que o local estd contido no
interior do tridngulo. Depois, o novo local € inserido no tridngulo, adicionando trés arestas
entre o novo local e os vértices do tridngulo, gerando trés novos tridngulos. Por fim, modifica-
se a triangulacdo em torno do novo local, por forma a garantir o critério de Delaunay na
triangulacao resultante. Vamos primeiro ver como € feita a operacao de insercao, deixando a
procura do tridngulo que contém um local para mais tarde.

Seja tridngulo de Delaunay um triangulo (de uma triangulac@o) que verifica o critério de
Delaunay: o circulo circunscrito aos seus vértices nao contém nenhum local no seu interior.
Com a insercao de um ponto num tridngulo, sdo gerados trés novos triangulos que, regra geral,
ndo sdo tridngulos de Delaunay. Para repor o critério de Delaunay, a triangulag¢do € modificada
em torno do novo local através de uma sequéncia de rotacdes de arestas, que fazem parte de
uma operacdo denominada de legalizacdo de aresta.

A operagdo de legalizacdo de arestas é a operacdo central da constru¢do de uma triangu-
lacdo de Delaunay. Uma aresta diz-se ilegal se estd em conflito com algum dos locais dos

triangulos adjacentes.

Definicao 3 (Aresta ilegal). Seja e = 7S uma aresta incidente aos tridngulos Aqrse Asr p
(ver Figura 3.6). A aresta e diz-se ilegal se o local p estd em conflito com o tridngulo Aqr s,
isto é, se p estd contido no interior do circulo Cy,g circunscrito aos vértices q, r e s. Se e é

ilegal, entdo q estd igualmente em conflito com o tridngulo Asr p.

A posicao relativa de um ponto p em relagdo ao circulo circunscrito a trés pontos ¢, r, e

s € dada pelo sinal do determinante:

2 2
qx 6Iy qx + qy
Fx Ty r)% + r§
Sx Sy S2+4 s%

px Py DPrtD;

lado_do_circulo(p, Cyrs) = (3.1

S W S w—y
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q
(b)

Figura 3.7: Insercdo de um local no tridngulo inicial: (a) se p estd contido num tridngulo, (b)
se p estd sobre uma aresta.

Em particular, p pertence ao interior de Cyrs se, € 36 se, lado_do_circulo(p, Cyrs) > 0.

Com esta defini¢do, a triangulacdo de Delaunay pode ser redefinida como uma triangula-
cdo em que todas as arestas sdo legais.

Se os locais p, g, r e s formam um quadrildtero convexo, entdo é possivel trocar uma
diagonal pela diagonal transversa sem invalidar a triangulagdo, isto é, trocar 7 s por p ¢ sem
que a nova aresta intersecte as restantes. Esta operacdo denomina-se de rotacdo de aresta
(ilustrada na Figura 3.6). Por outro lado, num quadrilatero definido nas condi¢des indicadas,
tem-se que uma das arestas 7§ ou p ¢ € legal, enquanto que a outra pode ser ilegal. Logo, se
os tridngulos incidentes a uma aresta formam um quadrildtero convexo e se a aresta € ilegal,
entdo uma rotagdo da aresta legaliza-a. Por outro lado, se os tridngulos adjacentes a uma
aresta formam um quadrildtero ndo-convexo, entdo a aresta que forma a dnica diagonal é
necessariamente legal.

Numa triangulacdo, a legalizacdo de uma aresta por via de uma rotagdo pode ter o efeito
secunddrio de tornar ilegal qualquer uma das arestas adjacentes (que compdem o quadrila-
tero). A ilegalidade destas arestas € igualmente resolvida com rotacdes podendo, eventual-
mente, ilegalizar outras arestas. A continuagdo deste processo pode causar uma cascata de
rotacdes. No entanto, prova-se que o processo de legalizacdo de arestas ndo sé nao despoleta
um ciclo infinito de rotagdes, como é convergente, transformando uma triangulacio qualquer
numa triangulacio de Delaunay (terminado o processo) [20]. Em particular, a estratégia de
legalizacdo sucessiva de arestas possibilita a inser¢ao eficiente de um local numa triangulagao
(como veremos a seguir).

Como atrés indicado, a inser¢do de um ponto numa triangulagdo comeca por adicionar
tridngulos entre o novo local e os locais vizinhos. Normalmente, este passo inicial destr6i
(localmente) a condic¢do de Delaunay, que € reposta modificando a triangulagdo em redor do
novo local.

Vamos ver primeiro os casos em que o local p a inserir estd contido no invélucro-convexo
da triangulacdo T. Se p estd contido num tridngulo Ag r s (ver Figura 3.7a), entdo comega-
se por repartir esse tridngulo adicionando arestas entre p e os trés vértices do tridngulo.

Se p se encontra posicionado numa aresta (que nfo pertence ao involucro-convexo), entao
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(d)

Figura 3.8: Insercdo de um local na triangulacdo. As arestas ilegais estdo assinaladas a trace-
jado. (a) Triangulagdo inicial; (b) apds insercdo das trés arestas iniciais; (c) depois da rotagdo
de duas arestas ilegais; (d) apds a rotacdo da tltima aresta ilegal.

adicionam-se apenas duas arestas entre p e cada vértice oposto dos tridngulos adjacentes (ver
Figura 3.7b). Este passo inicial adiciona duas ou trés arestas, que sdo necessariamente legais.
No primeiro caso (Figura 3.7a), os trés quadrildteros adjacentes as novas arestas sdo obriga-
toriamente ndo-convexos, o que justifica a legalidade das arestas indicadas. No segundo caso
(Figura 3.7b), a rotacdo de qualquer uma das novas arestas iria gerar um tridangulo com os vér-
tices colineares que, obviamente, ndo pode pertencer a triangulacdo de Delaunay. Portanto,
as novas arestas sdo necessariamente legais. Por outro lado, as arestas opostas a p pertencem
a novos tridngulos, podendo estar agora ilegais. Por esse motivo, a legalidade destas arestas

deve ser testada e, eventualmente, rodadas arestas.

Vamos ver um exemplo do primeiro caso, ilustrado na Figura 3.8. De inicio, p tem trés
arestas incidentes e trés arestas opostas (c.f. Figura 3.8b). E determinada a legalidade de cada
uma das arestas opostas, rodando-as, se necessdrio, para as legalizar. A rotacdo de uma destas
arestas incrementa o ndmero de arestas incidentes a p (ver Figura 3.8c). Ao mesmo tempo,
cada rotag@o gera dois novos triangulos, ambos adjacentes a aresta rodada. Estes tridngulos
tém duas arestas incidentes a p, enquanto que a terceira € agora oposta a p, cuja legalidade
deve também ser testada. Este processo € iterado, causando a rotagdo de arestas ilegais, ao
mesmo tempo que incrementa o nimero de arestas incidentes a p (ver Figura 3.8d). Observe-
se que, neste processo, apenas sao rodadas arestas opostas a p, que passam a incidentes a p
(e nunca o contrério). Dado que, numa triangulag@o, o grau de um vértice € finito, o processo
de legalizacdo de arestas em torno da insercdo de um novo local € feito num nimero finito de
passos.

O segundo caso (c.f. Figura 3.7b) difere apenas no nimero inicial de arestas potencial-
mente ilegais (quatro em vez de tr€s), sendo processado de forma semelhante.

Uma triangulagdo € construida iterativamente, aplicando o algoritmo de insercdo a cada
ponto. A triangulacdo dos primeiros trés pontos € trivial. Apenas para os restantes € necessa-
rio determinar o tridngulo (da parte ja construida) que contém cada ponto.

Este algoritmo de insercao € bastante simples e capaz de resolver a maioria dos cendrios
de inser¢do de um local numa triangulagdo. Apenas ficaram por tratar os casos em que a in-

sercdo € feita sobre ou fora do invélucro-convexo da triangulac@o corrente, em que ndo existe
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um tridngulo a conter o novo local. Estes casos podem ser resolvidos de uma forma muito
expedita com o auxilio de um tridngulo suficientemente grande para englobar o conjunto de
todos os pontos. Neste caso, a construcao € iniciada com o tridngulo auxiliar, garantindo que
qualquer local esta contido num triangulo. No final do processo iterativo, basta descartar as
arestas incidentes aos vértices do tridngulo auxiliar, para se obter a triangulagdo pretendida.

O algoritmo atrds descrito insere um local numa triangulagdo em tempo e espaco lineares
no nimero de arestas incidentes ao local inserido. Efectivamente, o algoritmo realiza um
percurso em largura na triangulacdo em redor do local inserido, suportado, por exemplo, por
uma fila de arestas. O percurso comeg¢a com a insercdo na fila das trés ou quatro arestas
opostas a p. Depois, enquanto a fila ndo estd vazia, é retirada uma aresta, a sua legalidade é
testada e, se € ilegal, é rodada e sdo inseridas na fila as duas novas arestas (opostas a p). O
processamento de cada aresta apenas envolve um nimero constante de operagdes. No caso
mais geral, ao todo sdo processadas 3+2 (k—3) = 2 k—3 arestas, sendo k o nimero de arestas
incidentes a p (as trés primeiras sdo inseridas directamente e cada uma das restantes implica
o escalonamento de duas arestas na fila). No méximo, a fila terd 3 + (kK — 3) = k arestas
(porque cada iteragdo s6 pode aumentar a fila em um elemento; remove uma aresta e adiciona
duas arestas). No outro caso (novo local sobre aresta), sdo processadas 4+2 (k—4) =2k —4
arestas, sendo k o comprimento maximo da fila.

Falta apenas descrever como ¢é feita a procura do tridngulo que contém um ponto. Descreve-
se a seguir a solu¢do mais comum.

Durante a constru¢@o incremental da triangulacdo de Delaunay, a maior parte dos triin-
gulos inseridos sdo posteriormente eliminados pela inser¢do de novos tridngulos. A ideia é
construir simultaneamente uma estrutura de pesquisa D, implementada por um grafo orien-
tado e aciclico. Nesta estrutura, as “folhas” sdo os tridngulos na triangulacdo corrente e os
“nds internos” correspondem a tridngulos que foram entretanto eliminados. O grafo D € inici-
alizado com o tridngulo auxiliar que engloba o conjunto de pontos. Depois, este € aumentado
de duas formas. Na reparticdo de um tridngulo, hé a troca de um tridngulo por trés novos tri-
angulos, sendo adicionados ao né correspondente em D trés nds “filhos” (ver Figura 3.9ae b).
Narotagdo de uma aresta, ha a troca de dois tridngulos por outros dois novos triangulos, sendo
adicionados dois n6s “folha” para os novos triangulos, que sao ligados simultaneamente aos
dois nés entretanto eliminados (ver Figura 3.9b e c). Pela forma como é construido, cada n6é
interno de D tem no méaximo trés “filhos” e qualquer né tem no maximo dois “pais”.

Uma pesquisa em D ¢ feita tal como uma pesquisa numa arvore, executando um percurso
da raiz para uma folha, identificando o tridngulo que contém o ponto de pesquisa. O custo de
uma pesquisa € proporcional ao nimero de nés visitados que, por sua vez, depende da forma
adquirida pelo grafo durante a constru¢@o da triangulagdo. No pior dos casos, obtém-se uma
estrutura em que uma pesquisa percorre todos os nds internos. Porém, a probabilidade destes
casos degenerados € baixa se os locais forem inseridos por uma ordem aleatdria.

Durante a construg¢do de uma triangulagdo de Delaunay pelo algoritmo incremental, prova-
se que, no caso esperado, o nimero de tridngulos gerados nédo supera 9n+1 [20]. Ou seja, uma

pesquisa em D faz-se, em média, em tempo O(logn), ocupando esta estrutura ®(n) espaco.



3.3. ALGORITMO DE REMOCAO 33

A

Figura 3.9: Construgdo de um grafo de pesquisa numa triangulacio. Na inser¢do de um ponto
num tridngulo sio adicionados trés sucessores directos ao né do tridngulo repartido (de (a)
para (b)). Na rotacdo de uma aresta s3o adicionados dois sucessores directos a ambos 0s nés
dos tridngulos incidentes a aresta rodada (de (b) para (c)).

Como coroldrio, tem-se que o algoritmo incremental constréi a triangulacdo de Delaunay, no
caso esperado, em tempo O(n logn) e espago ®O(n) [20].

A estratégia de procura apresentada é crucial para que o algoritmo incremental de cons-
trucdo da triangulacdo de Delaunay tenha um custo no tempo e no espago Optimos, no caso
esperado. Na seccdo 7.4 sdo descritas outras estratégias de procura que mantém o mesmo

custo computacional.

3.3 Algoritmo de remocao

Vamos ver agora como ¢ feita a remo¢do de um local de uma triangulacdo. A remocéo de
um local € feita em duas etapas: primeiro sdo removidos os tridngulos incidentes ao local
a remover p, criando um “buraco” poligonal B, que € necessdrio triangular numa segunda
etapa. A remocgdo dos tridngulos € trivial; basta remover as arestas incidentes a p, o que
gera um buraco formado pelas arestas opostas a p. A triangulacdo do buraco pode ser feita
com uma estratégia semelhante a seguida na insercdo: triangular o poligono de uma forma
arbitréria, seguida de uma fase de legalizacdo de arestas, até se obter de novo uma triangulagcdo
de Delaunay. Embora simples, esta solu¢do tem um custo quadritico no nimero de arestas do
buraco poligonal.

Uma solu¢do mais eficiente é dada pelo algoritmo de Devillers [24], que remove um local
de uma triangulacdo de Delaunay com um custo O(k logk) no tempo, sendo k o grau do
vértice removido. Aplica-se a triangulagdes de Delaunay planares, mas € facilmente adaptavel
ao dominio esférico. A abordagem faz-se em torno do conceito de orelha de um poligono.
Num poligono B, trés vértices consecutivos p; pij+1 pi+2 formam uma orelha em B se o
segmento p; p;+, estd contido em B e ndo cruza a sua fronteira.

O algoritmo de Devillers segue a estratégia da adicao sucessiva de orelhas a B, determi-
nando, em cada iteracdo, uma orelha que pertence necessariamente a triangulacdo de Delau-
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nay. A adicdo de cada orelha encurta B em uma aresta. Naturalmente, a triangulacio termina
quando B fica reduzido a apenas trés arestas.

Resta saber como determinar qual das orelhas de B €, garantidamente, um tridngulo de
Delaunay. A solugdo para este problema faz uso da dualidade entre a triangulagdo de Delau-
nay em d dimensoes e o invélucro-convexo em d + 1 dimensdes [33] e recorre a um algoritmo
de enumeracao de faces de um poliedro [53]. Vamos ver cada uma destas ferramentas em de-
talhe.

A dualidade entre uma triangulacdo e um invélucro-convexo € obtida por intermédio do
paraboldide TT, definido por z = x2 + y2, jd usado atrds, para a construgdo do diagrama
de Voronoi. Associando cada ponto p = (x,y) € P ao ponto p* = (x,y,x> + y?) na
superficie do paraboldide I1, a triangulacdo de Delaunay de P € dada pela projeccdo (no
plano) do invélucro-convexo dos pontos p*. Mais concretamente, cada face triangular do
involucro-convexo (vista de baixo) corresponde exactamente a um tridngulo de Delaunay. A
dualidade entre estruturas também se estende as propriedades da triangulacdo de Delaunay.
Sejam p,q,r,s € P. Tem-se que p estd contido no circulo Cy,s circunscrito a g r s se e
s6 se p* estd abaixo do plano Py, que passa por ¢* r* s*, isto &, IT N Py, projecta-se no
circulo Cy,s. Tem-se também que a “distancia vertical com sinal” entre p* e Py,s é dada pela
poténcia do ponto p em relagio a Cyrs, em que:

2 2
QJC ‘Iy qX + qy
x Ty r)% + rJ%
Sx Sy S24s3

px Py Prt DS

—_—

poténcia(p, Cyrs) = — (3.2)

dx gy 1
ry 1y 1
Sx sy 1

Mais precisamente, a poténcia(p, Cy4rs) < 0 se p* estd abaixo de Py, e poténcia(p, Cyrs) >
0 se p* estd acima de P,,s. Note-se que o determinante de 3 x 3 determina a orientagio
relativa de ¢ r s e o determinante de 4 X 4 determina a inclusdo de p no circulo circunscrito a
g r s. Um determinante de 3 x 3 negativo indica que ¢ r s ndo formam uma orelha (gs ¢ B).

O algoritmo de enumeragio de faces de um poliedro serve de base a um algoritmo de cons-
trucdo de invélucros-convexos. Em termos gerais, o algoritmo funciona do seguinte modo.
Imagine-se um observador que se desloca ao longo de uma linha recta que intersecta um po-
liedro, comegando no ponto de intersec¢do. Inicialmente, o observador apenas consegue ver
uma face. Mas, a medida que o observador se afasta do poliedro, vdo sendo descobertas outras
faces, uma a uma, até que, no infinito, o observador consegue ver “metade” do poliedro. A
outra “metade” é descoberta de uma forma semelhante. A enumeracéo das faces obtidas desta
forma, pela ordem com que sio descobertas, tem a propriedade de produzir uma sequéncia de
faces, em que cada face estd sempre ligada as anteriores. Na enumeracio, as faces descober-
tas podem ser de dois tipos: ou ligam uma aresta conhecida a um vértice novo, ou ligam dois
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Figura 3.10: Remocdo de um local de uma triangulagdo. As orelhas estdo assinaladas a
tracejado. Em cada iteracdo, a orelha com menor prioridade estd assinalada com um tracejado
mais curto.

vértices conhecidos anteriormente.

Munidos destas duas ferramentas, a determinagdo da orelha que € simultaneamente um
tridngulo de Delaunay € resolvida por partes. Primeiro, o problema da triangulacdo do buraco
criado pela remocdo de p é transformado no problema equivalente do fecho do buraco no
invélucro-convexo criado pela remocdo de p*. Por seu lado, este problema € resolvido pelo
processo de enumeracdo de faces. Imagine-se, por um momento, que o buraco no invélucro-
convexo ja se encontra fechado. Imagine-se também que um observador se desloca segundo a
linha vertical que passa por p*. Quando em p*, o observador vé apenas a parte do invélucro-
convexo interior ao bordo do buraco (que esta estritamente acima de p*). Subindo ao longo
da linha vertical, as faces que compdem o invélucro-convexo do buraco sao enumeradas pela
ordem com que desaparecem da vista do observador, o que acontece exactamente quando o
observador estd posicionado na interseccdo da linha vertical com o plano definido por cada
face. Neste procedimento, apenas sdo encontradas faces do segundo tipo (ligam dois vértices
conhecidos anteriormente), uma vez que nao hé lugar a descoberta de novos vértices.

Com as ferramentas descritas, fica agora trivial escolher a orelha que, garantidamente, faz
parte da triangulac@o do buraco B. Cada orelha do poligono B define, pela projeccdo no pa-
raboldide, um plano que estd necessariamente acima de p*. Pelo algoritmo de enumeragéo de
faces, o plano mais préximo de p*, segundo a vertical, corresponde a uma face do invélucro-
convexo de P*\ {p*} que, por sua vez, corresponde a uma orelha de B que é necessariamente
um tridngulo de Delaunay em P \ {p}. Pelas propriedades do mapeamento no paraboléide,
o plano mais préximo de p corresponde a orelha Agrs de menor poténcia de p em relacdo a
Cyrs-

Na forma completa, o algoritmo de Devillers € descrito do seguinte modo (ver Figura 3.10).
Primeiro, removem-se os tridngulos incidentes a p, formando um buraco B de forma poli-
gonal. De seguida, € calculada a prioridade de cada orelha de B, inserindo as orelhas numa
fila (com prioridade). A triangulacdo de B faz-se iterativamente. Seja uma orelha formada
pelos trés vértices p;—1 p; pi+1 identificada apenas pelo vértice do meio p;. Retira-se da
fila a orelha p; com menor prioridade e insere-se a aresta p;_; p;+; na triangulacdo, o que

encurta o buraco B em uma aresta. Ao mesmo tempo, esta operacdo invalida as duas orelhas
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adjacentes, p;—1 € pi+1, que adquirem uma nova forma. A prioridade destas duas orelhas é
recalculada, actualizando-se também as respectivas posicdes na fila. O processo € iterado até
que restem apenas trés orelhas na fila, que correspondem aos trés vértices do ultimo tridngulo
descoberto.

Resta analisar o custo de uma remocdo. Inserem-se as k orelhas iniciais na fila, removem-
se k —3 orelhas e, por cada uma das remogdes, excepto a dltima, ha duas actualizagdes. Logo,
o numero total de operacdes na filaéde k + (k —3) + 2(k —4) = 4k — 11. Obviamente,
a fila tem no maximo k elementos, com um custo de O(log k) por operagdo, o que justifica
a complexidade temporal. O autor nota que, na prética, o custo computacional é dominado
pelo custo do célculo das prioridades. Estes sdo em niumero de k + 2 (k —4) = 3k — 8 (k

iniciais mais dois por cada orelha actualizada).

O autor ndo o refere, mas este algoritmo € facilmente adaptavel a remocao de locais numa
triangulagdo esférica. Primeiro, observe-se que, dado o isomorfismo existente entre a triangu-
lacdo de Delaunay esférica e o involucro-convexo tridimensional (dos mesmos pontos), ndo
€ necessdrio recorrer a projeccdo no paraboldide (ou similar) para transformar o problema
numa operacao sobre um poliedro. Logo, basta aplicar directamente o algoritmo de enumera-
cdo de faces de um poliedro para efectuar a remocao de um ponto da triangulacio. Neste caso,
imagina-se que o observador percorre uma linha recta ao longo da direccdo radial que passa
por p. As orelhas que formam a triangulacao do buraco poligonal sdo igualmente dadas pela
ordem com que os planos correspondentes sdo encontrados quando o observador se desloca
de p para a origem. Concluindo, a remocao na esfera faz-se com o mesmo algoritmo que
remove um ponto no plano, com excepcao da prioridade. Esta € dada pela distancia, ao longo
da linha recta referida, entre p e o plano definido por cada orelha Ag r s. Ou seja:

. A
prioridade(p, Cyrs) = A (3.3)
onde
9x 4y 4z 1
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Capitulo 4
Construcao do diagrama planar

O algoritmo de varrimento para a construcdo do diagrama de Voronoi esférico ¢ semelhante
aos algoritmos de varrimento que constroem o diagrama de Voronoi planar. Por este motivo,
neste capitulo sdo revistas as necessarias defini¢cdes e resultados dos varrimentos planares.
A seccdo 4.1 apresenta o varrimento linear, usado no algoritmo de Fortune [34], descrito na
seccdo 4.2. A seccdo 4.3 descreve uma variante do algoritmo anterior em que o varrimento é
feito por uma linha circular [21].

Os algoritmos de varrimento para a constru¢cdo do diagrama de Voronoi podem ser com-
preendidos através da nogao de circulo vazio maximo que, como ja foi referido, € um circulo
de raio maximo, centrado numa dada posi¢do, que ndo contém nenhum local no seu interior.
Recorde-se que o niimero de locais na sua fronteira caracteriza o ponto que € centro do circulo
vazio maximo. Este ponto pertence ao interior de uma regido de Voronoi se a fronteira con-
tém apenas um local; o ponto pertence a uma aresta se a fronteira contém exactamente dois
locais; e o ponto € um vértice de uma aresta se a fronteira contém trés ou mais locais. Tanto o
varrimento linear como o varrimento circular constroem o diagrama de Voronoi percorrendo,

implicitamente, todos os circulos vazios maximos.

4.1 Varrimento linear

O algoritmo de Fortune constréi o diagrama de Voronoi pela técnica de varrimento. Um
algoritmo desenhado segundo esta técnica varre conceptualmente o plano, transformando um
problema a duas dimensdes em dois problemas a uma dimensdo, que se espera sejam de mais
facil resolugdo.

Inicialmente, esta técnica foi aplicada num problema de intersec¢des de segmentos: dado
um conjunto de segmentos de recta, determinar se quaisquer dois se intersectam. E um pro-
blema que se coloca, por exemplo, quando se pretende determinar se um poligono € simples
(isto é, um poligono que ndo se auto-intersecta) ou determinar se dois poligonos se intersec-
tam.

Este problema foi resolvido pelo algoritmo de Shamos e Hoey [55]. Nele, o plano é var-

37
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detectada a
[A]]A A Al = interseccdo
B B C
C

Figura 4.1: Detec¢do da existéncia de intersec¢do entre segmentos de recta pelo método do
varrimento do plano.

rido por uma linha recta vertical, que se imagina a percorrer o plano num movimento continuo
da esquerda para a direita, tal como ilustrado na Figura 4.1. Para simplificar, assume-se que
ndo existem segmentos verticais. O algoritmos baseia-se na observacdo de que, em cada ins-
tante do varrimento, as posi¢des em que os segmentos de recta intersectam a recta vertical
definem uma ordem nos segmentos tal que, se dois segmentos ndo se intersectam, entdo a
sua ordem relativa ndo se altera durante todo o varrimento. Mas se um par de segmentos se
intersecta, entdo a sua ordem relativa altera-se quando a linha de varrimento cruza o ponto
de intersecc¢do. O algoritmo procede do seguinte modo. Uma linha vertical varre o plano da
esquerda para a direita, parando em cada extremo de cada segmento (previamente ordena-
dos). Em cada posicao (de paragem) do varrimento € mantida uma lista com 0s segmentos
intersectados pela linha de varrimento, ordenada pela relagcdo de ordem entre segmentos (e es-
quematizada por uma coluna de letras entre parénteses rectos na Figura 4.1). Quando se cruza
o extremo esquerdo de um segmento, este € inserido na lista por ordem, sendo removido da
lista quando se cruza o extremo direito do segmento. Caso dois segmentos se intersectem,
prova-se que, em algum instante, estes ficam adjacentes na lista de segmentos. Deste modo,
sempre que um segmento € inserido na lista, € verificada a sua intersec¢cdo com os segmen-
tos que lhe sdo adjacentes e, quando um segmento é removido, é verificada a intersec¢io
entre o novo par de segmentos adjacentes. O algoritmo termina assim que é detectada uma
interseccdo. O resultado é um algoritmo eficiente, repartido por duas partes lineares: o var-
rimento linear segundo a direccdo horizontal e a manutencao da lista de segmentos definida
pela linha vertical. Facilmente se prova que, se a estrutura de segmentos € implementada por
uma drvore equilibrada, a deteccdo de intersec¢des tem um custo assimptotico no tempo de
O(nlogn), onde n é o numero de segmentos. Em contraste, uma solugdo por for¢a bruta
teria um custo quadrético. Posteriormente, este algoritmo foi estendido para a determinagao
de todas as intersec¢des entre um conjunto de segmentos [6], notando que se pode manter a
ordem correcta entre segmentos durante todo o varrimento se se trocar a ordem de um par de
segmentos quando a linha de varrimento cruza um ponto de intersecc¢ao.

Mas o que interessa reter do algoritmo de Shamos e Hoey ndo € a resolucédo do problema
da determinacdo de intersec¢des mas a técnica de varrimento introduzida para a sua resolugdo.

E uma técnica que se aplica naturalmente a problemas de natureza geométrica, permitindo a
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Figura 4.2: Transformacdo—s de Figura 4.3: Aplicacdo da transfor-
um segmento de recta. macao—sx para um varrimento linear.

divisdo de um problema bidimensional em dois problemas lineares para que se obtenha uma
solucdo simultaneamente eficiente e elegante. Foi apenas uma questdo de tempo para que
esta técnica fosse aplicada a outros problemas e, em particular, a constru¢io do diagrama de
Voronoi, conseguido por Steven Fortune [34].

4.2 Algoritmo de Fortune

Embora atractiva pela sua eficicia, ndo € possivel aplicar directamente a técnica de varrimento
do plano a construco do diagrama de Voronoi. A dificuldade prende-se com o facto de um
local estar sempre contido no interior da regido de Voronoi que gera. Por este motivo, o var-
rimento de um plano por uma linha recta intersecta primeiro a fronteira da regido de Voronoi
(desconhecida nesse instante) antes do local respectivo. Esta dificuldade foi ultrapassada por
Fortune [34]. Assumindo que a linha de varrimento percorre o plano de cima para baixo, a
solucdo encontrada foi deformar o diagrama pela aplicagdo de uma transformagdo geomé-
trica, denominada de transformagdo—x, definida por *(p) = (px, py — P —a), sendo a o
local mais préximo de um ponto arbitrario p. A Figura 4.2 exemplifica a transformacdo—
de um segmento de recta. Esta transformagao possui a dupla funcio de posicionar cada local
na fronteira da regido (deformada) respectiva, a0 mesmo tempo que mantém a estrutura topo-
16gica do diagrama (ver Figura 4.3). Desta forma fica facil determinar a posi¢do da linha de
varrimento quando inicia o varrimento de uma regido deformada: € igual a ordenada do local
respectivo.

Posteriormente, Guibas e Stolfi [41] desenvolveram uma forma alternativa de apresentar o
mesmo algoritmo, trocando a transformagdo—s por uma segunda linha de varrimento. E uma
variante mais simples de ilustrar, sendo presentemente a forma usual de descrever o algoritmo

de Fortune, que se apresenta a seguir.

4.2.1 Frente de onda parabdlica

Seja H uma linha recta horizontal, de ordenada /, que varre o plano verticalmente, de cima
para baixo. Para cada local ¢ = (ax,a,) acima ou sobre H, considere-se o lugar dos pontos
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Figura 4.4: Parabola definida por um local a e a linha de varrimento H. Um ponto p pertence
a pardbola se estd equidistante a a e a H (com a distancia indicada pelo circulo a tracejado).

p equidistantes a @ e a H. Para cada ponto p, existe um ponto s € H tal que p —a =
§—p = p, — h. Estes pontos formam uma pardbola (ver Figura 4.4). A pardbola comega
degenerada numa semi-recta vertical, quando H cruza a, alargando a medida que H progride
no varrimento. A Figura 4.4 ilustra a variagdo da forma da pardbola com a posi¢do da linha
de varrimento.

Vamos agora ver em detalhe como uma pardbola varre o plano e como vérias pardbolas se
intersectam entre si. Primeiro consideram-se apenas os casos de pardbolas geradas por locais
estritamente acima da linha de varrimento. Mais a frente serdo analisados os casos em que
uma ou mais parabolas sdo degeneradas.

Seja s = (Sx,Sy) um ponto da linha de varrimento H e a = (ax,a,) um local tal que
sy < ay. O ponto p da pardbola gerada por a e H cuja abcissa € sx € p = (sx, sy + 7(a, s)),
onde 7(a, s), que € a distdncia de p a H, é dada por:

(ay — Sy)2 + (ax — Sx)2

2-(ay —sy)

7(a,s) = 4.1)
A parédbola € definida pela directriz H e pelo foco a. Por construgéo, a pardbola varre mono-
tonamente todo o plano.

Considere-se um segundo local, b = (by, b,), igualmente acima de H. Os dois locais
geram duas pardbolas que se intersectam em um ou dois pontos. Sejai = (ix,i,) um ponto
da interseccdo das pardbolas. Entdo tem-se necessariamente que i —a =i —b = i y —h,ou
seja, i pertence a mediatriz do segmento de recta ab.Sea y = by (ilustrado na Figura 4.5(a)),
as duas parabolas intersectam-se apenas num ponto, localizado na recta vertical x = (ay +
byx)/2. Caso contrério, intersectam-se exactamente em dois pontos, (a,b) e (b,a), que estdo
localizados em lados opostos da parabola gerada pelo local de menor ordenada. Por exemplo,
se a, < by (tal como estd desenhado na Figura 4.5(b)), as duas intersecgdes localizam-se nos
semi-planos opostos definidos pela recta vertical x = ay. Isto é, Vh < ay : (b.a), < ax <
(a.b),. Um resultado semelhante € obtido para a, > b,.

No caso geral ter-se-ao trés ou mais locais acima de H, gerando cada um uma paribola.
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{a,b)

{b.a)

(a) (b)

Figura 4.5: Interseccdo de duas pardbolas.

Para a construcdo do diagrama de Voronoi, interessa definir a curva W formada pelo envelope
inferior de todas a parabolas, denominada de frente de onda (ilustrado na Figura 4.6). Trata-
se de uma curva continua, nio fechada, formada por uma sequéncia alternada de arcos de
parabola e intersec¢des de arcos.

A frente de onda possui a propriedade relevante de percorrer, implicitamente, os circulos
vazios maximo do diagrama de Voronoi em constru¢do. Por defini¢do, um circulo C(i) cen-
trado num ponto arbitrario i de um arco da frente de onda e que seja tangente ao local que
o gera é também tangente a H. Mas porque W ¢ definida pelo envelope inferior de todas as
parabolas, C (i) ndo pode conter nenhum local de P acima de H no seu interior, ou i ndo seria
um ponto de W. Por outro lado, C(i) também nio pode conter nenhum local abaixo de H,
porque o circulo estd no semi-plano superior a H. Logo C (i) € necessariamente o circulo va-
zio maximo de i em P. Ou seja, a frente de onda, conjuntamente com a linha de varrimento,
percorre todos os circulos vazios maximos de P em todo o plano. E pelas propriedades dos
circulos vazios maximos, cada arco de W percorre o interior da regido do local que o gera
e as intersecc¢des de arcos percorrem as arestas do diagrama de Voronoi. Em particular, dois
locais a@ e b tém uma aresta comum no diagrama de Voronoi se, e sé se, existe uma posi¢ao
de H tal que W contém uma intersec¢@o de arcos gerados por a e por b.

Figura 4.6: Frente de onda parabdlica na constru¢do de um diagrama de Voronoi pelo varri-
mento do plano.
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Observe-se que a linha de varrimento ndo € mais do que a representagdo gréfica da
transformacio—x* da frente de onda. Mais exactamente, W = x~!(H). Ou seja, nesta
formulacdo do algoritmo de Fortune, o varrimento de um diagrama (deformado) com uma
linha recta é trocado pelo varrimento do diagrama (ndo deformado) com a transformada da
linha de varrimento, que € a frente de onda parabdlica. Embora equivalente, a visualizagdo
do varrimento pela frente de onda é preferivel por tornar a descri¢do do algoritmo mais clara
e intuitiva.

Resta apenas analisar os casos em que a linha de varrimento estd posicionada sobre um
ou mais locais, gerando parabolas degeneradas em semi-rectas verticais. Nestes casos, a
equacgdo (4.1) ndo se aplica, uma vez que o ponto a de H (e sé este) corresponde a uma
infinidade de pontos p. Por outro lado, duas pardbolas degeneradas ndo se intersectam. Em
particular, num cenario em que todas as pardbolas sdo degeneradas (o que acontece quando
todos os locais sdo colineares com H ), o envelope inferior das pardbolas ndao forma uma frente
de onda continua, dificultando a sua representac@o. Este obstdculo € ultrapassado forcando
uma ordem estrita entre locais, por forma a normalizar a intersec¢do entre quaisquer pardbolas
(degeneradas ou nao).

Parabolas geradas por dois locais com ordenadas diferentes intersectam-se sempre em
dois pontos, inicialmente coincidentes, mas que depois se afastam em direc¢des opostas a
medida que percorrem a mediatriz entre os locais respectivos. Por outro lado, € como atrds ob-
servado, pardbolas geradas por locais de igual ordenada (mas nao degeneradas) intersectam-se
apenas num ponto. Porém, se se considerar que, para dois locais de igual ordenada, o local de
menor abcissa estd acima do local de maior abcissa, entdo tem-se que, conceptualmente, as
pardbolas geradas por estes dois locais também se intersectam em dois pontos. Isto é, apesar
da linha de varrimento nio se deslocar efectivamente entre os dois locais, considera-se que,
quando se inicia a pardbola (degenerada) do local de maior abcissa, a parabola do local de
menor abcissa jd assume uma forma ndo degenerada. Na prética, obtém-se uma configuragdo
semelhante a de dois locais cuja ordenada difere de §y, quando 8y tende para 0. Desta forma,
durante o varrimento, nunca ocorrem duas pardbolas degeneradas em simultaneo. Conse-
quentemente, a frente de onda é sempre dada por uma linha curva tinica e continua.

Segundo este esquema, duas pardbolas intersectam-se sempre em dois pontos. Para duas
pardbolas geradas por locais de igual ordenada, os dois pontos percorrem uma linha recta ver-
tical (mediatriz dos dois locais), coincidindo inicialmente em + 00, seguindo uma na direc¢ao
de —o0, a0 passo que a outra segue um percurso imagindrio para cima de +oco. Na pratica
apenas uma das intersec¢des percorre efectivamente a mediatriz. Porém, a normalizacio da
interseccdo de pardbolas sob esta forma simplifica a construcdo do algoritmo.

A Figura 4.7 ilustra a frente de onda para trés locais a, b, ¢ de igual ordenada, onde se
observa que as intersec¢oes (b,a) e (c,b) percorrem a parte imaginaria das mediatrizes (a
tracejado) no sentido ascendente. Note-se também que, neste cendrio, a parabola de um local
a jusante no varrimento s6 pode intersectar a parte inferior da frente de onda, sendo a restante
parte inacessivel a novos arcos.

Resolvidos os casos degenerados, pode agora delinear-se as propriedades da frente de
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Figura 4.7: Normalizagdo da intersec¢do de pardbolas.

onda. A frente de onda € univoca em x (cada ponto da linha de varrimento define um tnico
circulo vazio maximo) e o varrimento € monétono em y (um circulo vazio maximo € exa-
minado uma unica vez). Ao longo do varrimento, a frente de onda muda continuamente de
forma, registando-se a adi¢@o e remocgao de arcos. Tal como atrds observado, as interseccdes
de arcos identificam todas as relagdes topoldgicas de um diagrama. Em particular, a existén-
cia de uma intersec¢@o de (dois) arcos revela uma aresta (no diagrama) entre os locais que
os geram. Desta forma, para a constru¢do do diagrama, € suficiente registar as mudancas
topoldgicas na frente de onda.

4.2.2 Eventos-local e eventos-circulo

A topologia da frente de onda altera-se em dois tipos de eventos.

O primeiro tipo de modificacio topoldgica, denominado de evento-local, ocorre quando a
linha de varrimento cruza um local (ver Figura 4.8). Neste evento, é criado um novo arco (a),
gerado pelo novo local a. Pela definicdo de envelope inferior, o novo arco é necessariamente
adicionado a frente de onda. O novo arco comeg¢a degenerado, descrevendo uma semi-recta
vertical, que intersecta o arco da frente de onda imediatamente acima da posi¢do do novo
local. Simultaneamente, sdo criadas duas novas intersecgdes, (b,a) e (a,b). Inicialmente,
as duas intersecgdes estdo coincidentes. Com o avangar do varrimento estas afastam-se, a
medida que percorrem a aresta entre o novo local e o local gerador do arco intersectado.

O segundo tipo de modificacdo topoldgica, denominada de evento-circulo, ocorre quando
duas intersec¢oes de arcos, (a,b) e (b,c), se juntam, ao mesmo tempo que um arco (b)
desaparece da frente de onda (ver Figura 4.9). A juncdo de duas intersecgdes coincide com
a identificagdo de um vértice, equidistante a trés locais (a, b e ¢), dando inicio a uma nova
intersec¢do de arcos (a,c) que percorre uma nova aresta do diagrama. Em suma, num evento-
circulo € determinada a ligacdo entre trés arestas, duas que terminam e uma que se inicia.

O algoritmo de Fortune constréi um diagrama de Voronoi processando uma sequéncia de
eventos-local e eventos-circulo. Os eventos-local adicionam arcos e intersec¢des de arcos a
frente de onda que, posteriormente, alargam, causando o desaparecimento de outros arcos,
no decurso de eventos-circulo. Seja a prioridade de um evento dada pela ordenada de H que
determina a adi¢do ou remocdo de um arco da frente de onda. A cada local, em nimero de
n, corresponde um evento-local. Sdo todos conhecidos a partida tendo a prioridade igual a
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(a) (b) (c)

(a) (b) (©)

Figura 4.9: Ocorréncia de um evento-circulo.

ordenada de cada local. A cada vértice, em nimero de 2n (aproximadamente), corresponde
um evento-circulo. A prioridade de um evento-circulo é dada pela posi¢do de H cuja distancia
ao vértice coincide com o raio do circulo circunscrito aos trés locais que o definem. Ou seja,
a prioridade de um evento-circulo € dada pela menor ordenada do circulo que caracteriza o
evento.

As prioridades dos eventos determinam as posicdes da linha de varrimento que causam
mudancas topoldgicas na frente de onda. Os eventos-local, atribuidos a locais, sdo todos
escalonados no inicio do varrimento. Os eventos-circulo, associados aos arcos, ndo sao co-
nhecidos previamente, sendo escalonados a medida que a frente de onda € modificada. Desta
forma, o varrimento continuo do plano traduz-se por um processamento discreto de eventos
por ordem decrescente de prioridade.

No caso geral, sao escalonados mais eventos-circulo do que o nimero de vértices do
diagrama. As condicdes que determinam o escalonamento de um evento-circulo podem nao
se manter até a0 momento em que o evento seria processado, invalidando-o. No caso de
um evento-local, o novo arco € inserido num arco da frente de onda, podendo invalidar um
evento-circulo que lhe estivesse associado. No caso de um evento-circulo, € iniciada uma
nova interseccdo que invalida necessariamente os eventos-circulo que os arcos adjacentes
possam ter. Nestes casos, os eventos invalidados, que se denominam por falsos eventos, sdo
descartados, sendo necessario gerar novos eventos para os arcos cujas interseccoes adjacentes
se alteraram.
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Os locais devem ser processados pela ordem induzida pela linha de varrimento, isto é, por
ordem decrescente de ordenada. Para respeitar a normalizacdo de intersec¢des de pardbolas,
também € necessario que locais de igual ordenada sejam processados por ordem crescente de
abcissa.

Definicio 4 (Ordem entre locais no varrimento linear). Sejam a = (ax,ay) e b = (bx,by)

dois locais. A relagcdo de ordem entre locais é definida por:

a>b<&a, <b,V(a,=b, Nay > by). 4.2)

4.2.3 Estruturas de dados

O algoritmo de varrimento € suportado por trés estruturas de dados: uma arvore bindria
de pesquisa para guardar a frente de onda, uma fila com prioridade adaptdvel para guardar
eventos-circulo e um vector ordenado com os locais.

Para o processamento de um evento-local hd que encontrar o arco da frente de onda inter-
sectado por uma linha vertical, para uma determinada posicdo da linha de varrimento. Esta
operagdo pode ser executada eficientemente guardando a frente de onda numa drvore bindria
de pesquisa, ordenada por abcissas. Sendo a frente de onda uma sequéncia alternada de arcos
e interseccoes, tem-se que, na drvore, os arcos estardo guardados nos nds folha enquanto que
as intersecgdes estardo guardadas nos nés interiores [20] (propriedade demonstrada no apén-
dice B). Deste modo, encontrar o arco intersectado por uma recta vertical equivale a operar
uma pesquisa na arvore bindria, que identifica um n¢ folha.

Para implementar esta operag¢do ha que comparar, em cada né interno, a linha vertical que
passa por um local s = (s, ) com a intersec¢do (a,b) de dois arcos (gerados pelos locais
a e b e pela linha de varrimento posicionada em s,). Assumindo que a > b, tem-se que
(a,b), > ax. Logo, apenas o caso em que Sy > ay nao ¢ trivial, sendo resolvido comparando
a distancia, segundo a vertical que passa por s, da linha de varrimento a cada pardbola. Esta
distancia é dada pela fungao t(a, s) (c.f. Eq. (4.1)) que, recorde-se, ndo é valida para arcos de
pardbola degenerados, isto €, quando s, = a, V s, = b,, 0 que obriga a um processamento
adicional.

Definicao 5 (Ordem na frente de onda no varrimento linear). A comparacdo de um local s
com uma intersec¢do (a,b) , tal que s > a N s > b, depende da ordem dos locais que a
definem.

Para a > b, a comparagao é dada por:

o Sesy, = a, = by, entdo ambas as pardbolas sdo degeneradas e (a,b) percorre uma

parte imagindria da mediatriz entre a e b, tendo-se sy < (a,b);

e Ses, = ay # by, entdo apenas a pardbola de a é degenerada e tem-se que sy >
(a,b), porque locais de igual ordenada estdo ordenados por abcissa (i.e., Sx > dx);
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e Sendo, nenhuma pardbola é degenerada e a comparagdo é dada por:

Sy < {a,b), & sx <axVt(a,s) < t(b,s). 4.3)

Para b > a, a comparagdo é dada por:

e Ses, = by, entdo oua, = by e ambas as pardbolas sdo degeneradas e (a,b) percorre
a parte real da mediatriz entre a e b, ou ay, # by e (a,b), = bx. Em qualquer dos
casos tem-se que sy > (a,b), porque s > b;

e Sendo, sy, < b, e a comparagdo é dada por:

Sy < {a,b), & sx <bx At(a,s) < t(b,s). (4.4)

Em qualquer dos casos, a abcissa do maior dos locais define o semi-plano onde (a,b),
reside (simplificando a comparacido em 4.3 e 4.4). Por conveniéncia, denomina-se 0 maior
local de uma intersecc¢do por local principal da interseccao.

Os eventos sdo repartidos por duas estruturas de dados, consoante se trata de eventos-local
ou eventos-circulo. Os dois tipos de eventos poderiam ser guardados numa s6 fila de eventos.
No entanto, é vantajoso separd-los em duas estruturas de dados. A razdo € puramente pratica.
Aos eventos-local € imposta uma ordem mais estrita (c.f. (4.2)) do que a dos eventos-circulo,
cuja prioridade € somente definida por um niimero. Por outro lado, os eventos-local neces-
sitam de ser todos ordenados, ao contrario dos eventos-circulo, em que alguns ndo chegam a
ser processados. Logo os eventos-local podem ser determinados eficientemente percorrendo
um vector com os locais, previamente ordenados.

Os eventos-circulo sdo gerados e processados (ou descartados) ao longo do varrimento,
sendo guardados numa fila com prioridade adaptavel [37]. Cada elemento da fila (um evento)
guarda um apontador para um né folha da arvore (o arco associado ao evento). A operagdo
mais habitual serd a de remover o elemento da fila com maior prioridade, que identifica o
préoximo evento-circulo a processar. No entanto, no caso de um falso evento, hid que remover
o elemento da fila associado a um né folha da arvore. Esta operacdo é implementada com
recurso a um vector auxiliar que identifica a posi¢do na fila de um evento (variavel ao longo
do varrimento).

No final do varrimento, apds esgotados os eventos-local e circulo, a frente de onda contém
um arco por cada regido ilimitada. Em particular, as intersec¢des de arcos identificam as
arestas de comprimento infinito do diagrama. Resta apenas fechar cada uma destas regides
por adi¢do de uma aresta auxiliar entre o local respectivo e um local auxiliar (peo). O fecho é
feito de forma trivial ligando as arestas apontadas por nds internos consecutivos num percurso
ordenado na arvore bindria. Deste modo, todas as regides sdo representadas por uma regiao
fechada, sendo o local auxiliar p, vizinho de todas as regides ilimitadas. Como foi referido,
esta uniformizacdo das regides € necessdria para facilitar uma posterior edi¢do do diagrama,
seja pela insercdo ou pela remogao de locais.
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4.2.4 Calculo de prioridades

O desenrolar do algoritmo depende de cdlculos envolvendo as coordenadas de locais. Nos
pardgrafos que se seguem, sejam a = (ax,ay), b = (bx.b,) e ¢ = (cx,cy) trés locais
que geram trés arcos consecutivos na frente de onda, sendo (a,b) e (b,c) as respectivas
interseccoes de arcos. Seja s = (sx, sy) um local adicional, tal que s, > ay A sy > by,.

A prioridade do evento-local de a é simplesmente:
Hlocal(a) = day. (45)

No processamento de um evento-local, hd que fazer uma pesquisa na arvore bindria que de-
pende das relagdes de ordem indicadas nas expressoes (4.3) e (4.4). Ap6s simplificagdo, o
termo ndo trivial, comum a ambas as expressoes, fica reduzido a:

t(a,s) < t(b,s) & U -V + vy vy (ay —by) <0 onde
= (la —sl?.16 = s11*). (4.6)

= (by —sy.ay —sy).

<L

(o4

Um evento-circulo é gerado para um arco cujas interseccdes adjacentes convirjam (para
um vértice). Ou seja, as intersecgdes adjacentes ao arco (b), (a,b) e (b,c), convergem para
um vértice se o angulo interno Z(a, b, c) < . Ou seja, um evento é gerado se:

— sl
a—b -c—b<0 .7

onde i1+ = (—vy, vy) é 0 vector ¥ = (vy, vy) rodado de 7r/2 no sentido directo. A prioridade
de um evento-circulo € dada pela ordenada minima do circulo circunscrito aos trés locais a,

b, c. Isto é:
Meireuo(@, b, ¢) = by + vy — ||U]| onde

ab = (ax —bx.a, — by, |la —b||?),

O — (cx — b,y —by. llc = BII2), (4.8)
ii = ab x cb,

U=1/Qu;).

Da enumeracdo dos célculos apresentados conclui-se que o algoritmo de Fortune calcula
o diagrama de Voronoi com recurso apenas as quatro operagdes aritméticas (+, —, X, -—) mais
araiz quadrada.

4.2.5 Algoritmo de varrimento linear

O algoritmo de Fortune estd descrito no Algoritmo 1. A frente de onda é implementada
com uma arvore vermelha-preta e a fila com prioridade com um heap bindrio e um vector
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Algoritmo 1 Construcao do diagrama de Voronoi V' de um conjunto P de locais no plano,
por varrimento linear.

1: diagrama: V < 0 {O diagrama de Voronoi. }
2: arvore: w < {Arvore vermelha-preta, guarda a frente de onda.}
3: vector: a < P.ordenar() {Locais ordenados por ordenada (>), e por abcissa (<).}
4: inteiro: k < 0 {Posi¢do em a do préximo evento-local. }
5: fila: g < 0 {Fila com prioridade, guarda os eventos-circulo. }
6: numero: o, {Prioridades.}
7: enquanto k < |P|V g # (0 fazer

8: «a <« (k<|P|)?alk]l.y: —o0

9: B <« (g # 0)? q.prioridade_méaxima() : —o0
10: sea > f entao
11: processar_evento_local(V, w, g, alk])
12: k++
13:  senao
14: Wo < g.remover_maximo() {wy 1dentifica o né arco.}
15: processar_evento_circulo(V, w, g, wy)
16: fim
17: fim
18: fechar_regides_ilimitadas(V, w)

auxiliar. O locais sdo ordenados previamente e guardados num vector (linha 3). Os even-
tos sdo processados iterativamente (linhas 7—17). Inicialmente sé existem eventos-local. O
processamento de qualquer um dos eventos pode implicar o escalonamento de um ou dois
eventos-circulo. O processamento de um evento-local (linha 11) comeca por determinar o n6é
folha que identifica o arco da frente de onda verticalmente acima do novo local. Se este arco
tem um evento-circulo associado, entdo é necessariamente um falso evento, que € removido
da fila de eventos. Depois, o n6 folha é substituido por uma sub-arvore com cinco nds, re-
presentando um troco da frente de onda formado por trés arcos e duas intersecgoes de arcos.
Dois destes arcos sdo gerados pelo mesmo local do arco do né substituido. Para cada um
destes arcos, € verificado se as intersec¢des adjacentes convergem entre si e, se for o caso,
€ escalonado um evento-circulo (que € inserido na fila) e associado ao né da arvore respec-
tivo. As intersec¢des adjacentes ao arco do novo local divergem entre si, pelo que este arco
ndo pode gerar nenhum evento. Por fim, € adicionada uma nova aresta ao diagrama, comum
ao novo local e ao local do n6 substituido. Um evento-circulo identifica um né folha asso-
ciado a um arco que desaparece da frente de onda (linha 15). Percorrendo a arvore bindria
identificam-se os nds internos associados as intersec¢des do arco e os nds folha associados
aos arcos adjacentes ao arco que desaparece. No processamento deste evento, os trés nés do
arco e intersecgdes adjacentes sdo substituidos por um tinico né que representa a intersec¢ao
de arcos entre os arcos adjacentes (atras referidos). Para cada um destes arcos (adjacentes a
interseccdo de arcos), € verificado se as intersecgdes de arcos convergem para um vértice e, se

for o caso, € igualmente escalonado um evento-circulo. Finalmente, é adicionada uma nova
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aresta ao diagrama, comum aos locais que definem a nova intersec¢@o de arcos. A construgao
do diagrama de Voronoi termina quando se esgotam os eventos. Por fim, resta apenas fechar

as regides ilimitadas (linha 18).

Proposicao 1. O algoritmo de Fortune constroi o diagrama de Voronoi de n locais em tempo
O(nlogn) usando espaco ®(n).

Demonstragcdo. A ordenagdo prévia dos eventos-local preenche um vector com n elementos.
No que respeita a frente de onda, o primeiro evento-local inicia-a com um arco. Cada um
dos restantes n — 1 eventos-local adiciona dois arcos a frente de onda, o que limita o nimero
de arcos a um maximo de 2n — 1. Com excepcdo do primeiro e dltimo arcos, cada arco
pode ter um evento associado, limitando a fila de eventos a um méximo de 2 n — 3 elementos
(para n > 1). Resumindo, as estruturas de dados usam um espaco linear, justificando a
complexidade espacial. Consequentemente, cada operacdo primitiva na frente de onda ou na
fila com prioridade tem um custo O(logn) (quando implementadas pelas estruturas de dados
atrds indicadas). O processamento de um evento-local necessita de uma pesquisa e de quatro
insercoes na frente de onda e, no maximo, tré€s operacdes na fila de eventos (remogio de
um evento falso e insercdo de dois novos eventos). O processamento de um evento-circulo
implica duas operagdes na frente de onda (para remover um arco € uma intersec¢io) e, no
maximo, quatro operacdes na fila de eventos (remog¢do de dois eventos falsos e inser¢do de
dois novos eventos-circulo). Concluindo, o processamento de cada evento necessita de um
nimero constante de operagdes primitivas e o nimero total de eventos € O(n) (num total de
n eventos-local e 2 n — 5 eventos-circulo), justificando a complexidade temporal. O

4.3 Varrimento circular

O algoritmo de Fortune segue a estratégia de varrer o plano com uma linha recta. Infelizmente
ndo € possivel aplicar esta estratégia a superficie da esfera, cujo dominio limitado ndo permite
a construgdo de pardbolas como no plano. A solucdo para este obstiaculo passa por redesenhar
o algoritmo de Fortune numa forma equivalente que facilmente se adapte ao dominio esférico.
De facto, essa versdo existe na forma de um varrimento circular. Foi desenhada por Dehne
e Klein [21] para a constru¢do do diagrama de Voronoi na superficie de um cone, embora

também se aplique ao plano.

Na versao planar, o plano € varrido por um circulo de raio crescente, centrado num ponto
arbitrario, variando o raio desde zero até infinito. Essencialmente, o varrimento circular pos-
sui as mesmas propriedades do varrimento linear, construindo o diagrama de Voronoi de uma
forma muito semelhante. A seguir descrevem-se as principais diferengas entre os dois tipos

de estratégia, com especial relevo para as peculiaridades inerentes ao varrimento circular.
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Figura 4.10: Elipse definida por um circulo e um local.

4.3.1 Elipses planares

O varrimento circular € centrado num ponto arbitrdrio. Porque simplifica a exposi¢ao, escolhe-
se a origem para centro do varrimento. Seja H o circulo de varrimento centrado em o = (0, 0)
e de raio r. Sejaa = (a,,ap) um local, em coordenadas polares. Tal como no caso linear,
um evento-local ocorre quando H cruza um local. Com o local contido no interior do circulo,
interessa considerar o lugar geométrico dos pontos equidistantes de H e de a. Isto é, para um
ponto qualquer s de H, interessa conhecer o ponto p tal que p —a = p —s. Uma vez que
o—p+p—5s=r,tem-sequeo — p + p —a = r. Ou seja, os pontos equidistantes a a e a
H formam uma elipse, com focos em o e a e eixo maior igual a r (ver Figura 4.10).

Sejam s = (s,, 5¢) um ponto do circulo de varrimento H e a = (a,, ap) um local tal que
sp > ap,. O ponto p da elipse gerada por a e H cujo angulo é s¢ € p = (e(a,s), sg), onde
€(a, s), a distancia de p a origem, é dada por:

2 2
So —4p

1
2 s,—a, cos(sg—ag)

€la,s) = (4.9)
A forma da elipse muda continuamente com o varrimento. Comeca por ser um segmento
de recta que liga os focos e depois converge para uma forma circular (ver Figura 4.10). Isto
é, a excentricidade da elipse comeca por ser igual a um, decrescendo com o avancar do varri-
mento, tendendo para zero a medida que o raio tende para infinito.
Tal como no varrimento linear, também aqui interessa processar os eventos-local por uma
ordem estrita, definida pela seguinte relagdo de ordem entre locais.

Defini¢io 6 (Ordem entre locais no varrimento circular). Sejam a = (a,,ag) e b = (b,, bg)
dois locais. A relacdo de ordem entre locais é definida por:

a>b&a,>b,V(a,=b,Nap> by). (4.10)

Por forma a estudar a frente de onda, vamos ver como duas elipses se intersectam. Seja
b um segundo local, tal que a > b (c.f. Figura 4.11). As duas elipses intersectam-se exac-
tamente em dois pontos, (a,b) e (b,a), que estdo equidistantes a ambos os locais. Ou seja,
(a,b) e (b,a) pertencem a mediatriz do segmento de recta que une a a b. Uma vez que
a, > b,, a mediatriz cruza necessariamente o segmento de recta oa (porque ob < E) e as
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Figura 4.11: Intersec¢do de duas elipses no plano.

intersecgdes estdo em semi-planos opostos definidos pela recta 0 a. Em resumo, (a,b)y € a™
e (h,a)y € a~,onde a™t e a” sdo os sectores de circulo definidos por:

at =[ag,ag+7] e a =l[ag— 7 agl. 4.11)

Se b > a obtém-se um resultado semelhante, onde (a.b) € b~ e (b,a) € b™.
Note-se que o modo como duas interseccdes percorrem uma mediatriz no varrimento
circular é, essencialmente, igual ao caso linear. O percurso inicia-se num ponto médio da

mediatriz, com as duas interseccdes coincidentes, que depois avangam em direccdes opostas.

4.3.2 Frente de onda eliptica

A definicdo e as propriedades da frente de onda do varrimento circular sdo também seme-
lhantes as do varrimento linear. Em primeiro lugar, a frente de onda é uma sequéncia de
arcos de elipse formada pelo envelope exterior de todas as elipses associadas a um dado cir-
culo de varrimento, tal como ilustrado na Figura 4.12. Em segundo lugar, durante o processo
de varrimento, a frente de onda visita todos os pontos do plano uma unica vez, percorrendo
implicitamente todos os circulos vazios maximos do diagrama de Voronoi. Em particular, o
desaparecimento de um arco da frente de onda identifica um vértice do diagrama, tal como no
varrimento linear. Adicionalmente, o varrimento é mondtono em p e a frente de onda € uni-
voca em 6. De resto, o varrimento circular segue a mesma estratégia que o varrimento linear;
constréi um diagrama de Voronoi processando uma sequéncia de eventos-local e eventos-
circulo (agora ordenados em p).

Os eventos-local e eventos-circulo sofrem apenas pequenas alteracdes com a transposi¢cao
para o varrimento circular. Um evento-local ocorre sempre que o raio do circulo de varrimento
iguala a distancia do local a origem. A prioridade do evento-circulo € a distancia a origem do
ponto do circulo circunscrito a trés locais que estd mais longe da origem.

4.3.3 Linearizacao da frente de onda e eventos-rotacao

Apesar das muitas semelhangas entre os dois métodos, a implementagdo da frente de onda
apresenta um obstdculo: esta é agora uma linha fechada que, por ser ciclica em 6, ndo é
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(a) (b)

Figura 4.12: Frente de onda eliptica no varrimento circular.

implementével através de uma 4rvore bindria de pesquisa. Uma forma de solucionar este pro-
blema € fazer um corte na frente de onda pela parte positiva do eixo dos xx e representar o
arco cortado em duplicado, uma vez no inicio e outra no fim da sequéncia de arcos e inter-
seccoes de arcos. O caso em que 0 semi-eixo cruza uma intersec¢do € resolvido cortando um
dos arcos adjacentes. Desta forma, garante-se que a representacdo da frente de onda comega e
acaba no mesmo arco, sendo facilmente implementével através de uma arvore bindria de pes-
quisa. Para simplificar a exposicd@o, de agora em diante o semi-eixo divisor serd denominado
simplesmente por eixo dos xXx.

Consideremos, entdo, que a frente de onda € guardada numa &rvore bindria de pesquisa,
ordenada em 6, descrevendo um dominio circular. Nesta configuragdo, uma intersec¢ao de
arcos (a,b) divide o dominio em dois sectores circulares: [0, (a,b)q] € |(a,b)y,27[. A com-
paracdo de uma direc¢do arbitrdria s¢ (que passa pelo local s = (s,,59)) com (a.b),y de-
termina o sector ao qual s¢ pertence e € feita do seguinte modo. Quando a, > b,, sabe-se

+ -

que (a,b)y € a™ e, em particular, é possivel determinar se a™ contém o eixo dos xx, o que

implica analisar trés casos distintos (ilustrados na Figura 4.13).

Definicao 7 (Ordem na frente de onda no varrimento circular). A comparacdo de um local s
com uma intersecgdo (a,b) depende da ordem dos locais que a definem. Analisemos primeiro

o caso em que a > b.

e Seag < m, o que significa que o eixo dos xx ¢ a™, entdo sg pode pertencer a um de
trés sectores:
[0,a¢],a™, [ag + 7, 2n][.

Neste caso, apenas a™ coloca dificuldades porque, se sq pertence ao primeiro ou ter-
ceiro sector, entdo é menor ou maior que (a,b)y, respectivamente. O caso de a™ pode
ser convertido numa comparagdo de distdncias da origem a cada elipse, na direccdo
Sg, ou seja:

5o < (a,b)y < €(a,s) > €(b,s). (4.12)

e Quando ag >  entdo xx € a™, havendo que considerar duas situagoes.

— Se (a,b)g € lag,2n|, entdo ou se tem s € [0,ag], o que implica que sg <
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eixox € a™ (a,b)g € [ag, 27| (a,b)g €[0,ap — 7]

Figura 4.13: Ordenacao na frente de onda eliptica: comparagdo com uma intersec¢ao (a,b)y
de elipses no plano, (para a, > b).

(a,b)g, ou entdo sg € lag,2x[. O ultimo caso é igualmente resolvido pela equa-
¢do da elipse: sg < (a,b)y se, e s0 se, €(a,s) > €(b, s).

— No outro caso, quando {(a,b)y € [0,ag — 1], se sg € [ag — w,2n|, entdo sg >
(a,b)y; sendo, sg € [0,ag — 1|, e 59 < (a,b)q se, e so se, €(a,s) > €(b,s).

O caso em que a < b origina um conjunto semelhante de regras.

Tal como no varrimento linear, denomina-se por local principal de uma intersec¢do o
maior dos dois locais. Note-se que no caso do varrimento circular ndo € necessario distinguir
0s casos em que s, = d, ou s, = b, (c.f. Defini¢do 5). As intersecgdes entre duas elipses sdo
sempre “reais”’, mesmo quando a, = b,, ao contrrio do que acontece com a intersec¢do de
parabolas no varrimento linear. Consequentemente, as regras de ordenacio da frente de onda
s@o bastante mais simples.

A complexidade das regras atrds descritas deve-se a complicagdo introduzida pela linea-
rizacdo da frente de onda. No entanto, esta complexidade é aparente. A correcta aplicagdo de
regras € simplificada registando, ao longo do varrimento, a ordem relativa entre o angulo de
uma interseccdo e o angulo do local principal respectivo. A manutencio desta ordem depende
da forma como € mantida a linearizag@o da frente de onda quando muda o arco dividido pelo
eixo dos xx.

No caso geral, é de esperar que o arco dividido pelo eixo dos xx se altere durante o
varrimento. Esta mudanga acontece quando uma aresta do diagrama de Voronoi (tragada
pela interseccd@o de arcos correspondente) intersecta a parte positiva do eixo dos xx (ver Fi-
gura 4.14). Nesta situacdo, hd que modificar a frente de onda de forma a transferir um arco e
uma intersec¢do de um extremo da frente de onda para o extremo oposto. Este procedimento
¢ incorporado no algoritmo de Fortune por adi¢do de um terceiro tipo de evento, denominado
por evento-rota¢do. A prioridade de um evento-rotag@o € determinada calculando o circulo
centrado no eixo dos xx que é simultaneamente tangente aos dois locais da intersec¢do asso-
ciada ao evento. Apenas o primeiro e o ultimo arco da frente de onda linearizada podem ter
um evento-rotacdo associado (caso as intersec¢oes adjacentes convirjam para o eixo dos xx).
Tal como os eventos-circulo, os eventos-rotacdo escalonados podem ser descartados antes de

serem processados, por interposi¢do de um novo arco (gerando um falso evento).
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Figura 4.14: Ocorréncia de um evento-rotacdo. Acontece quando muda o arco divido pelo
eixo dos xx.

A ordem relativa entre uma intersec¢do e o local principal respectivo também ¢é facil
de determinar. Seja a o local principal de uma interseccdo (a,b). Desde o momento em
que (a.,b) é gerada, tem-se que (a,b)y > ag e, se (a,b) ndo intersecta o eixo dos xx, esta
ordem n@o se altera durante o resto do varrimento. Mas se (a,b) for objecto de um evento-
rotacdo, entdo a ordem relativa com o local principal inverte-se nesse instante, passando a
ter-se (a,b)y < ag. Além disso, esta inversdo sé pode acontecer uma vez no percurso de uma
intersec¢do. Deste modo, € facil determinar a ordem relativa entre uma intersec¢do e o local
principal. Basta associar um atributo a cada intersec¢do de arcos, indicando a ordem relativa
corrente, que apenas € actualizada no processamento de um evento-rotagcdo. Com a adi¢dao
deste atributo, fica trivial a determinacdo de pertenga de uma intersec¢do a um sector (seja
[0,a9 — 7] ou [ag, 27r[) na aplicagdo das regras de comparagdo de uma intersec¢do com uma
direccdo arbitréria (c.f. Defini¢do 7).

4.3.4 Calculo de prioridades

A descrigdo do algoritmo de varrimento circular foi feita considerando uma representagdo dos
locais em coordenadas polares. No entanto, uma representacdo Euclidiana é mais vantajosa,
permitindo efectuar o cdlculo de prioridades apenas com recurso as operacdes aritméticas
habituais (4, —, X, <) mais a raiz quadrada.

Sejam a = (ax.ay), b = (bx,by) e ¢ = (cx,cy) trés locais. A relagdo de ordem entre
dois locais a e b (que € trivial em coordenadas polares, c.f. Defini¢cdo 6) é agora dada por:

lall > b
by >0A(ay <0Vat-b<0)
v
a>bh . (4.13)
lall = bl A 3by <O A (ay <OAGE b < 0)
v
by =0A(ay <0V by >0)
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A prioridade de um evento-local é dada pela distancia do local & origem.
H]ocal(a) = ”Ei” 4.14)

A operacdo de pesquisa na arvore bindria depende da relacdo de ordem indicada na expres-
sd0 (4.12). Dado um local s = (sx,sy) = (55, 5¢), tal que s > a A s > b, arelagdo de ordem
entre a direc¢do sg e a direc¢do da interseccdo (a,b)y, para um raio de varrimento de s, fica
reduzida a (assumindo a > b):

so < {a.b)g & (1—[ul|*)(1 —ii-w) < (1 —[|V]|*)(1 — ¥ -w) onde

i = /s wis)
v =5/l
i = 5/ s|.

Um evento-circulo € gerado para um arco sempre que as intersec¢des de arcos adjacentes
convirjam entre si, exactamente como no varrimento linear (ver inequagdo 4.7). A prioridade
de um evento-circulo é dada por:

Hcirculo(a» b,C) = ”E + 1_5” + ”6” onde

ab = (ax — bx,ay — by, |la —b|?),

¢b = (ex — bercy by, le — bIP), (10
ii = ab x b,

b= il /Qus).

Por fim, um evento-rotagdo € gerado sempre que o caminho da primeira ou da ultima
intersec¢do de arcos da frente de onda cruza a parte positiva do eixo dos xx. Seja (a,b) a
primeira intersec¢do de arcos da frente de onda. E associado um evento-rotagio ao arco (a)
seb >anb, >0Aay < bx. A geragdo de um evento-rotagdo para o tltimo arco da
frente de onda produz um resultado idéntico. Em qualquer dos casos, a prioridade de um
evento-rotacdo € dada por:

Hrotagéo(a’ b) =x+ “C_i - (X,O)” onde

4.17)
x = (161> = llall®) / 2(bx — ax)) -

4.3.5 Algoritmo de varrimento circular

O algoritmo de varrimento circular estd resumido no Algoritmo 2. Apenas difere do
Algoritmo 1 no cdlculo de prioridades e pela presenga de eventos-rotacdo. Os eventos-local
sdo guardados num vector ordenado de locais (linha 3). Na fila de eventos (linha 5) sdo
guardados os eventos-circulo e os eventos-rotacdo (estes Gltimos em nimero maximo de dois).
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Algoritmo 2 Construcao do diagrama de Voronoi V' de um conjunto P de locais no plano,
por varrimento circular.

1: diagrama: V < 0 {O diagrama de Voronoi. }
2: arvore: w < {Arvore preta-vermelha, guarda a frente de onda.}
3: vector: a < P.ordenar() {Locais ordenados por médulo (<), e por angulo (<).}
4: inteiro: k < 0 {Posi¢do em a do préximo evento-local. }
5: fila: g < 0 {Fila com prioridade, para eventos-circulo e rotagao. }
6: numero: o, {Prioridades.}
7: enquanto k < |P|V g # (0 fazer

8: «a <« (k<|P|)?alk].p: +o0

9: B <« (g #0)? q.prioridade_minima() : +o00

10: sea < f entao

11: processar_evento_local(V, w, g, alk])

12: k++

13:  senao {wy identifica o né arco}
14: (wg, ev) < g.remover_minimo() {ev indica o tipo de evento}
15: se ev € evento-circulo entao

16: processar_evento_circulo(V, w, g, wo)

17: senao

18: processar_evento_rotacao(V, w, g, wy)

19: fim

20: fim

21: fim

22: fechar_regides_ilimitadas(V, w)

Um evento na fila tem a prioridade dada por um ndmero real (que € um raio do circulo de
varrimento) e dois atributos associados: um ponteiro para um arco da arvore bindria e um
identificador de tipo de evento (circulo ou rotagdo). Ao se retirar um evento da fila (linha 14),
o tipo de evento determina o processamento a operar. No entanto, para que se possa usar a
mesma disciplina na fila de eventos (comparando apenas uma prioridade), pode acontecer que
seja processado um evento-circulo para o arco dividido; caso possivel se existirem um ou dois
eventos-rotacdo escalonados para a mesma prioridade que o evento-circulo do arco dividido.
Neste caso, hd apenas que forcar o processamento de um dos eventos-rotagdo (escolhendo
o de menor prioridade, se existirem dois) antes de continuar com o normal processamento
do evento-circulo (linha 16). No processamento de um evento-rotagdo (linha 18), ha apenas
que transferir um arco e uma intersec¢do de arcos de um extremo da drvore bindria para o
extremo oposto e actualizar a ordem relativa da intersecc@o de arcos transferida. Note-se que
as modifica¢des topoldgicas na frente de onda apenas ocorrem nos eventos-local e eventos-
circulo. Os eventos-rotacdo t€m a unica tarefa de sincronizar a arvore bindria com a alteragao
que ocorre na frente de onda. O varrimento termina com o escoar da fila de eventos, com um
arco da frente de onda a percorrer cada regido de drea infinita. Como no Algoritmo 1, estas

regides sdo fechadas por adicdo de arestas auxiliares (linha 22).
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Proposicao 2. O algoritmo de varrimento circular constréi o diagrama de Voronoi de n
locais em tempo O (nlogn) usando espaco ®(n).

Demonstragdo. A andlise da complexidade segue o mesmo raciocinio utilizado na Propo-
sicao 1, diferindo apenas no que respeita ao escalonamento e processamento de eventos-
rotagdo. No maximo sdo escalonados e processados O(n) eventos-rotagdo, limitados ao nu-
mero de arestas intersectadas pelo eixo dos xx. Logo, o espaco ocupado pelas estruturas de
dados € igualmente ®(n), com um custo O(logn) por operacao primitiva. De resto, observa-
se que o processamento de cada evento-rotacdo necessita de um niimero constante de opera-
¢oOes nas estruturas de dados. Concluindo, o varrimento circular usa as mesmas estruturas de
dados, ocupando basicamente o mesmo espago e, logo, com 0 mesmo custo assimptético por
operacdo primitiva. O

Comparando as duas estratégias, o varrimento circular tem um custo computacional mais
elevado que a alternativa linear. Duas razdes justificam este facto. Primeiro, a relacdo de
ordem usada na frente de onda do varrimento circular tem um maior custo computacional.
Segundo, o varrimento circular necessita de escalonar, descartar e processar eventos-rotacao.

O varrimento circular tem a vantagem de permitir a construcdo parcial de um diagrama de
Voronoi, em torno de um dado ponto [21]. Esta possibilidade é ttil, por exemplo, para calcular
uma medida local de um conjunto de dados, parando o processo de varrimento quando é
conhecida uma parte significativa do diagrama. Note-se que ndo ha restri¢des na escolha do
centro de varrimento, podendo este ser posicionado até fora do invélucro-convexo do conjunto
de locais.

Como foi referido no inicio desta seccao, o principal interesse na estratégia de varrimento

circular € a capacidade de adaptagcdo ao dominio esférico, como se verd no proximo capitulo.
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Capitulo 5
Construcao do diagrama esférico

Este capitulo é dedicado ao estudo do algoritmo que constréi o diagrama de Voronoi de pontos
na superficie da esfera. A construcéo € feita aplicando a técnica de varrimento, adaptando a
esfera o algoritmo de varrimento circular do plano. No plano, o varrimento faz-se aumentando
o raio do circulo de varrimento de zero até infinito. Na pratica, o circulo é aumentado até um
raio arbitrariamente grande, o suficiente para esgotar a fila de eventos. Na esfera, aplica-se a
mesma estratégia. A superficie da esfera é varrida por um circulo de raio crescente, centrado
num ponto arbitrério, a partir do qual diverge. Dado que a esfera forma um dominio compacto,
o circulo de raio crescente degenera num ponto quando o raio iguala . Nesse instante, o
circulo de varrimento completa o varrimento da esfera. Porém, o varrimento de 0 a = ndo
¢ suficiente para que a frente de onda, sempre atrasada em relacdo a linha de varrimento,
complete o varrimento da esfera. Para que isso aconteca, hd que prosseguir com o varrimento,
aumentando o circulo de varrimento para um raio superior a . Nestas condicodes, a forma
do circulo de varrimento aparenta fazer um segundo varrimento da superficie da esfera, agora
convergindo para o centro de varrimento. E este duplo varrimento que permite que a frente de
onda percorra toda a superficie da esfera e que o diagrama de Voronoi esférico seja construido.

O varrimento tem inicio numa posi¢do arbitraria designada por centro do varrimento. O
raio do circulo de varrimento, que € o comprimento de um arco geodésico, comeca em zero
e aumenta a medida que o varrimento avanga. Mais uma vez, quando um local € atravessado
pelo circulo de varrimento, interessa considerar o lugar geométrico dos pontos equidistantes
ao local e ao circulo, que forma também uma elipse (esférica). De igual modo, o envelope ex-
terior de todas as elipses constitui a frente de onda. E uma curva fechada, composta por arcos
de elipse cujas interseccoes tracam as arestas do diagrama de Voronoi esférico. Neste caso,
dado que a esfera ¢ um dominio fechado, a frente de onda desaparece quando o varrimento
termina. A versdo esférica da frente de onda mantém as mesmas propriedades que a frente de
onda planar. Mais precisamente, cada arco varre o interior da regido do local que a gera e as
intersec¢des de arcos percorrem as arestas do diagrama de Voronoi.

Por ser conveniente, serd usada a terminologia usual em geografia para designar partes
da esfera, nomeadamente, latitude, longitude, p6lo Norte, pélo Sul, paralelo de latitude, me-
ridiano de longitude, meridiano principal e antipoda de um local. Em geral, um ponto p na
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Figura 5.1: Elipse esférica definida por um circulo e um local.

esfera € definido pelo par p = (p,. pa), em que p, € a co-latitude e p, € alongitude. Quando
conveniente, um ponto também serd designado pelo vector unitdrio em 3D p = (px, py, Pz)-
Sem perda de generalidade, e porque simplifica a exposicdo do algoritmo, assume-se que o
varrimento € centrado no po6lo Norte; isto €, o centro do circulo de varrimento é o = (0, 0).
Deste modo, o circulo de varrimento varre paralelos de latitude e o raio do circulo € igual a
co-latitude do paralelo.

Os locais sdo processados por ordem crescente de co-latitude. Mas, tal como no algoritmo
de Fortune, h4 que impor uma ordem total nos locais para assegurar a correcta ordem dos arcos
na frente de onda.

Definicao 8 (Ordem entre locais no varrimento esférico). Sejam a e b dois locais na superficie

da esfera. A relacdo de ordem entre locais, é dada por:

a<b & a,<b,Vv(a,=b,Nay <b,). (5.1

5.1 Elipses esféricas

A construcdo do diagrama de Voronoi esférico € obtida por intermédio de uma frente de onda
esférica. Dado que a frente de onda é formada por arcos de elipse, sdo primeiro analisadas
as propriedades da elipse gerada por um local e pelo circulo de varrimento e o modo como a
elipse varre a esfera. Esta construg@o define a frente de onda mais simples, formada por uma
Unica elipse.

Sejaa = (a,,ay) um local na esfera, que ndo o pdlo Sul. Seja H o circulo de varrimento,
centrado em o = (0, 0) e de raio r. Tal como no caso planar, também aqui interessa considerar
o lugar dos pontos equidistantes a a e a H. Ou seja, para um ponto qualquer s de H, interessa

conhecer o ponto p talque p —s = p —a. Mas p —o + p —s = r. Logo, tem-se que:

p—o+p—a=r, (5.2)

o que significa que o lugar dos pontos equidistantes a a e a H define uma elipse esférica,
tendo o0 e a como focos e r como eixo maior (ver Figura 5.1).

Sejam s = (s,,55) um ponto do circulo de varrimento H e a = (ap,a;) um local
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(a) (b) (c)

Figura 5.2: Varrimento da esfera por uma elipse, variando o raio do circulo de varrimento: (a)
parar < m com a elipse a aumentar de tamanho, (b) para r = 7 em que elipse degenera num
circulo maximo e (c) para r > 7 com a elipse a convergir para os antipodas dos focos.

tal que 5, € Ja,,2m — a,[. O ponto p da elipse gerada por a e H cuja longitude € s,
ép = (E(a,s),sy), onde E(a,s), a distincia de o a p, é dada por (com a fungdo arctan
normalizada para um valor positivo):

(5.3)

£(a.s) = arctg (_ cos(sp) — cos(a,) ) .

sen(s,) — sen(a,) - cos(ay — sx)

Tal como as elipses no plano, as elipses esféricas sdo curvas fechadas. Tém uma forma
delimitada por um sector esférico, cujo angulo diedro A é dado por:

A = 2arccos(sec(ap/2) cos(r/2)). (5.4)

Comr = a,, A = 0 e aelipse é o arco geodésico que une 0 a a. A medida que r aumenta,
A também aumenta, correspondendo ao alargar da forma da elipse (ver Figura 5.2a). Quando
r =, A = m e aelipse degenera num circulo maximo, que € a mediatriz do arco geodésico
que liga a ao pdlo Sul, antipoda de o (ver Figura 5.2b). Aumentando r ainda mais torna A
maior que 7. Quando r = 2w —a,, A = 2m, que significa que a elipse degenera mais uma
vez, agora no arco geodésico que une os antipodas dos focos (ver Figura 5.2¢).

Se a se localiza no pdlo Sul, entdo os valores vélidos para r restringem-se ao intervalo
singular {r}, indicando que a esfera € varrida completamente com um unico raio de varri-
mento. De facto, neste caso especial, qualquer ponto da esfera satisfaz (5.2). Logo, pode
considerar-se que a esfera é varrida toda em simultineo, de uma forma abrupta. No entanto,
como se verd mais adiante, a peculiaridade deste varrimento ndo levanta nenhum obstaculo
ao algoritmo.

Concluindo, uma elipse comega degenerada num arco que liga os focos, alarga até dege-
nerar num circulo maximo e depois estreita até terminar num arco que liga os antipodas dos
focos. Por este processo, qualquer elipse varre efectivamente toda a esfera quando o raio do
circulo varia de a, até 27 — a,.

O processo de varrimento tem uma interpretacdo geométrica interessante, relacionada

com os circulos vazios maximos (ilustrado na Figura 5.3). Como foi anteriormente referido
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r=175° r = 185°

Figura 5.3: Cruzamento do p6lo Sul num varrimento circular. A linha a cheio representa a
parte visivel da elipse. A linha a tracejado € o circulo vazio maximo para um ponto da elipse.

(recorde-se a Figura 5.1), o circulo vazio maximo centrado num ponto p da elipse € tangente
a um local @ e a um ponto s do circulo de varrimento (de raio r). Se r < m, o circulo
vazio maximo é tangente a parte superior do circulo de varrimento (do lado das co-latitudes
menores) € ndo contém o pélo Sul. Se r > 7, o circulo de varrimento é tangente a parte
inferior do circulo de varrimento (do lado das co-latitudes maiores) e contém o pdlo Sul.
Quando r = m, o circulo de varrimento degenera num ponto, o pélo Sul, ao qual o circulo
vazio maximo ¢ tangente.

O préximo objectivo € analisar como a intersec¢do de duas elipses percorre a mediatriz
gerada por dois locais. Sem perda de generalidade, sejam a e b dois locais distintos tais que
a > b, com o raio do circulo de varrimento r € [a,, 2w — a,) (como ilustrado na Figura 5.4).
As elipses geradas por a e b intersectam-se exactamente em dois pontos, designados por (a,b)
e (b,a), pertencentes a mediatriz definida pelos dois locais. As duas intersec¢des estdo em
lados opostos do circulo méximo coincidente com o meridiano a;, uma vez que a mediatriz
tem a forma de um circulo méximo que intersecta o arco geodésico que une o a a (porque o

estd mais préximo de b que de a). Em resumo, (a,b), € a™ e (b,a), € a~, onde:
at =[ay,ap+7n] e a =l[ay—may]. (5.5)

As duas intersec¢Oes comegam por estar coincidentes, quando r = a,. Depois, tragam um
percurso em direccdes opostas: (a,b), cresce monotonamente em A, enquanto que (b.,a);
decresce monotonamente em A (ignorando por agora a descontinuidade na passagem pelo
meridiano principal). A separacio entre as duas intersec¢des é maxima quando r = 7 (com
as elipses degeneradas em circulos maximos), apés o qual voltam a aproximar-se. Quando
r = 2m — a,, as duas intersec¢des coincidem de novo, completando o percurso de toda a
mediatriz M. Observe-se que, se a, = b,, My é composta por dois meridianos, com
(a,b), e (b,a), constantes ao longo do varrimento.

Recorde-se que, para o caso especial em que a se localiza no pélo Sul, a “elipse” gerada
por a é toda a esfera. Logo, neste caso, a interseccao entre as duas elipses ndo € mais que a
elipse gerada por b, que coincide, necessariamente, com M (porque o raio do circulo de
varrimento é ).

O caso em que b > a produz um resultado semelhante, com (a,b), € b~ e (h,a), € b™.
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Figura 5.4: Interseccdo de duas elipses na esfera.

Neste dominio, recorre-se a duas defini¢des adicionais relativas a interseccdes de arcos.
Nomeadamente, define-se por caminho de uma intersecgdo o lugar dos pontos percorridos por
uma interseccao e define-se por local principal de uma interseccdo o maior dos locais (pela
ordem definida por (5.1)). Vale a pena notar que, apesar de (a,b) e (b,a) serem definidos por
intersecgdes de elipses, também podem ser vistos como a intersec¢do de uma elipse com a
mediatriz de dois locais.

5.2 Varrimento esférico

O algoritmo de varrimento esférico ndo difere em muito do algoritmo de varrimento circular
do plano. A frente de onda esférica é definida pelo envelope exterior das elipses geradas pelos
locais ja visitados pela linha de varrimento. A curva resultante € uma linha fechada, univoca
em A, e composta por uma sequéncia alternada de arcos de elipse e intersec¢des de arcos.
Mas, mais importante, a frente de onda varre implicitamente os circulos vazios maximos de
todos os pontos da esfera e, por este motivo, permite a construcdo do diagrama de Voronoi

esférico.

5.2.1 Frente de onda

A frente de onda tem inicio quando o circulo de varrimento cruza o local mais a Norte, come-
cando degenerada num arco de circulo mdximo. Depois, o processo de varrimento continua
em direccdo ao Sul, cruzando todos os locais até que o circulo de varrimento atinge o p6lo Sul.
Com o circulo de varrimento no pélo Sul, a frente de onda é formada pelo envelope exterior
de circulos maximos. Prosseguindo com o varrimento, agora de Sul para Norte, permite-se
que a frente de onda percorra o resto da esfera. O varrimento esférico termina quando o cir-
culo de varrimento cruza o local mais a Sul pela segunda vez. Como veremos mais a frente
(na Proposicao 3), isto acontece quando a frente de onda fica reduzida a dois arcos.

A construg¢do de um diagrama de apenas trés locais € suficiente para ilustrar o algoritmo
de varrimento. O resultado é um diagrama formado por trés arestas e dois vértices (corres-
pondendo aos centros dos dois circulos circunscritos a tr€s pontos). Sejam a, b e ¢ trés locais
tais que a < b < c. Os primeiros dois eventos-local (dos locais a e b) geram dois arcos
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r =40° r =50°

Figura 5.5: Frente de onda eliptica para um conjunto de trés locais, antes e depois do primeiro
evento-circulo. N indica o pdlo Norte.

r = 300° r = 320°

Figura 5.6: Fecho da frente de onda para o mesmo conjunto de trés locais, antes e depois do
ultimo evento-circulo. S indica o pdlo Sul.

na frente de onda, cujas interseccdes (a,b) e (b,a) varrem a mesma aresta (ver Figura 5.5).
O terceiro evento-local (do local ¢) adiciona mais dois arcos (e o inicio de uma nova aresta,
entre ¢ e b) e despoleta o escalonamento de dois eventos-circulo: o evento-circulo (c,a,b),
escalonado para r = 45°, e o evento-circulo (a,b,c), escalonado para r = 314° (este ja na
fase do varrimento de Sul para Norte). O processamento do primeiro evento-circulo gera um
vértice e uma nova intersec¢do de arcos (c¢,a) que varre uma nova aresta. Durante o resto do
varrimento da esfera de Norte para Sul ndo se registam mais alteragdes. Apds cruzar o polo
Sul, o varrimento prossegue de Sul para Norte, altura em que € processado o segundo evento-
circulo, que adiciona o segundo vértice, dando inicio a um segundo varrimento da aresta entre
¢ e a, agora pela interseccdo de arcos (a,c) (ver Figura 5.6). As duas intersec¢oes de arcos
que sobram continuam a varrer a mesma aresta, juntando-se quando o circulo de varrimento
revisita o primeiro local depois do pdlo Sul (local ¢, neste caso) e o arco (c) degenera num
arco de circulo maximo, terminando o varrimento da esfera.

Para se provar que, em qualquer cenério, a frente de onda termina com dois arcos e duas
intersec¢des, convém recordar uma propriedade dos diagramas de Voronoi esféricos, demons-
trada na seccdo 2.2. Um diagrama de Voronoi esférico de n locais (comn > 3) tem 2n — 4
vértices e 3 n — 6 arestas, desde que cada vértice tenha grau trés.

Proposicao 3. Para n > 2 locais, a frente de onda termina com exactamente dois arcos (e

duas intersecgoes).

Demonstragdo. Os dois primeiros eventos-local conduzem a exactamente dois arcos e duas

interseccdes. Se n = 2, ndo sdo gerados mais arcos e as duas intersecgdes percorrem a
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mediatriz dos dois locais, juntando-se de novo quando o varrimento esférico termina. Para
n > 2, cada evento-local subsequente adiciona dois arcos a frente de onda, enquanto que
cada evento-circulo subtrai um arco. Logo, os arcos adicionados pelos n — 2 eventos-local
sdo contrabalancados pelos arcos subtraidos pelos 2 n — 4 eventos-circulo, restando dois arcos
na frente de onda que termina. O

As duas interseccoes restantes da frente de onda tém de percorrer a mesma aresta do dia-
grama de Voronoi. Caso contrério, deveria faltar pelo menos um vértice (e um evento-circulo).
Esta aresta, que € percorrida em duplicado, foi também adicionada em duplicado ao diagrama.
Logo, o diagrama é completado descartando uma das arestas e ligando adequadamente a outra
aresta.

Para a implementacao do algoritmo sdo igualmente necessdrias trés estruturas de dados:
uma para guardar os locais ordenados, uma para guardar a frente de onda e uma para guardar
a fila de eventos.

5.2.2 Eventos-rotacao

A frente de onda esférica é guardada com a solucdo desenhada para o varrimento circular pla-
nar. Agora o meridiano principal desempenha o mesmo papel que o eixo dos xx desempenha
no plano. Divide um arco em duas partes, linearizando a frente de onda, que é guardada numa
arvore binaria de pesquisa, ordenada em A. O arco cortado pelo meridiano principal deve
ser representado duas vezes, como primeiro e tltimo arco da frente de onda. De igual modo,
ha que actualizar a drvore bindria (via evento-rotacdo) sempre que uma intersec¢do cruza o
meridiano principal, passando o meridiano principal a dividir um novo arco.

A condi¢do que determina a ocorréncia de um evento-rotagdo € essencialmente a mesma:
ha que escalonar um evento rotagdo se o caminho da primeira ou tltima interseccdo da frente
de onda intersecta o meridiano principal. Porém, h4 que notar que na esfera, o caminho de
uma intersecc¢ao percorre metade de um circulo maximo, o que simplifica as condi¢des para
a ocorréncia de eventos. Seja (a,b) uma intersec¢@o de arcos da frente de onda. Um evento
rotacdo € associado a um dos arcos adjacentes, (a) ou (b), se:

e (a) é o primeiro arco da frente de onda e b, > a, A by < m;
e (b) é o tltimo arco da frente de ondae a, > b, Aay > m.

A prioridade de um evento-rotag@o € determinada calculando o circulo que, centrado no
meridiano principal, circunscreve os dois locais correspondentes. Observe-se que s6 hé lugar
a evento-rotacdo se uma intersec¢do cruza efectivamente o meridiano principal. No caso
particular em que a, = b, a intersec¢do percorre um meridiano completo (que pode até
coincidir com o meridiano principal), mas ndo cruza o meridiano principal, ndo originando

nenhum evento-rotacao.
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{a.b)

A \

v 4
meridiano principal & a™ (a,b); € lay,2n][ (a,b), €10,a; — ]

Figura 5.7: Ordenacdo na frente de onda eliptica: compara¢do com uma intersec¢io (a,b);
de elipses esféricas (para a > b).

5.2.3 Ordenacao da frente de onda

Vamos agora definir a relacao de ordem entre duas longitudes, uma especificada por um local s
(que nao no pélo Sul) e outra definida pela intersec¢ao de arcos (a,b), quando o raio do circulo
de varrimento r = s,. Esta relacdo € usada na drvore bindria de pesquisa que implementa a

frente de onda para encontrar o arco directamente acima de s.

Defini¢do 9. A comparagdo de um local s (onde s, < ) com uma intersec¢do (a,b), tal que
s >a As > b, depende da ordem dos locais que a definem.

Quando a, > by, (a.b); € a™, podendo ocorrer um de dois casos.

o Ses, = a,, entdo (a,b), = (b,a), = a,, uma vez que os locais de igual latitude sdo

ordenados por longitude, e tem-se s) > (a,b) ;.

e Sendo, tem-se que s, > a,, e a elipse gerada por a ndo é um arco geodésico. Nesta

configuracdo pode acontecer um de trés casos (ilustrados na Figura 5.7):

— Se o meridiano principal ¢ a™, a esfera pode ser dividida em trés sectores:
[0,a;], a*t, elay + m,2n[. Tal como no caso planar, apenas a™ causa dificul-
dades, uma vez que, se s) pertence ao primeiro ou terceiro sector, entdo este é
menor ou maior que (a,b),, respectivamente. A comparacdo com a™ faz uso
de (5.3):

sy <{a,b); & E(a,s)>ED,s). (5.6)

— Se a™ contém o meridiano principal e (a,b), € [ay,27], entdo ou s; € [0,a,],
que implica que s) < (a,b);, ou s) € |ay,2x[. O iltimo caso é resolvido por
aplicagdo de (5.6).

* contém o meridiano principal e (a,b), €

— Por iiltimo, temos o caso em que a
[0,a), — «]. Se sp €la) — w,2n[ entdo s, > (a,b),,; caso contrdrio, s €

[0,a; — ] que é resolvido por (5.6).

O caso em que b, > a, é resolvido de um modo semelhante.
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Para um local situado no pélo Sul, observe-se que qualquer arco da frente de onda lhe
estd directamente acima. Logo, quando se processa o evento-local correspondente, e por
forma a evitar qualquer indeterminacdo na defini¢do anterior, € suficiente escolher um arco
arbitrario para ser intersectado pelo arco do novo local. De facto, como neste caso o circulo
de varrimento degenera num ponto, o pélo Sul, a frente de onda coincide com a regido de
Voronoi de s. Como consequéncia, o evento-local despoleta uma cascata de eventos-circulo
(um para cada vértice de V'(s)), todos escalonados para a co-latitude 7.

De certo modo, hd uma inversdo no papel do circulo de varrimento quando este cruza o
polo Sul. Quando a esfera € varrida de Norte para Sul, s@o visitados todos os locais. Depois,
no varrimento de Sul para Norte, apenas sdo processados eventos-circulo e eventos-rotacao.
Este duplo varrimento € necessério para que as elipses completem o varrimento da esfera.
Apesar desta inversdao, ndo had nenhuma descontinuidade no processo de varrimento ao se
cruzar o pélo Sul.

5.2.4 Eventos-local e eventos-circulo

O escalonamento e o processamento dos eventos na esfera nao diferem muito do caso planar.
No entanto, alguns detalhes merecem ser mencionados.

Um evento-local adiciona um novo arco de elipse a frente de onda e, se ndo € o primeiro,
um arco repetido e duas novas interseccoes. As intersec¢des de arcos seguem em direccoes
opostas e, a ndo ser que outros eventos se interponham, voltam a juntar-se quando o varri-
mento termina. Como esperado, a prioridade de um evento-local € simplesmente a co-latitude
do local envolvido.

Um evento-circulo assinala a eliminacdo de um arco, pela juncdo de duas interseccoes
de arcos, e corresponde a interseccdo de duas mediatrizes. Determinar se um arco conduz
a um evento-circulo ndo € tao imediato como no caso planar. Agora as duas mediatrizes
intersectam-se duas vezes (em posi¢des antipodas) e os caminhos das intersec¢des tém al-
cance limitado (que é metade de um circulo maximo).

Sejam (a,b) e (b,c) as interseccdes adjacentes ao arco (b). Sejam também v e r®?<€ o
centro e o raio do circulo esférico que circunscreve os locais a, b e ¢ (tal que o determinante
|5,Z1—13,l3—2 | >0).Sea, <b,eb,>cpoua, <b,eb, > cp, entdo as duas intersecgdes
de arcos (a,b) e (b,c) seguem em direc¢des opostas, o que significa que (b) ndo desaparece.
Qualquer outro caso pode conduzir a um evento-circulo associado a (b), que sera escalonado
(com prioridade v, + r%b:¢) se uma das seguintes condicdes for verificada.

1. ap =b, = cp.
As duas interseccdes juntam-se num dos pélos.

+ —
2. ap> by, by <cpevyea Nc™.
As duas interseccOes seguem uma contra a outra, juntando-se durante os percursos
respectivos.
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3. ap>bpbp>coevy; €at Nbt.
Os caminhos de cada intersec¢@o (que percorrem longitudes crescentes) juntam-se du-

rante 0s percursos respectivos.

4. ap <bp, by <cpevyeb Nc .
Este € o oposto do caso anterior. Ambas as interseccdes percorrem pontos de longitude
decrescente.

As condi¢des enunciadas dependem da circularidade da frente de onda. Se o arco dividido tem
um evento-circulo associado, entdao o evento é conhecido pelas duas instancias do arco. Por
este motivo, o primeiro e o ultimo arco podem ter dois eventos associados (um evento-circulo
€ um evento-rotacao).

Existe ainda um restricdo adicional, que condiciona o escalonamento de eventos-circulo
e eventos-rotagdo: a prioridade de um evento ndao pode exceder 27 — s,, onde s € o local
mais a Sul, uma vez que o varrimento termina quando o raio do circulo de varrimento atinge
aquele valor. Logo, eventos-circulos e eventos-rotacao cuja prioridade (calculada) ultrapassa
este limiar ndo sdo escalonados.

5.2.5 Calculo de prioridades

O célculo das prioridades e a defini¢do da relacdo de ordem usada na frente de onda dependem
da escolha do sistema de coordenadas. Até agora, foi adoptado o sistema de coordenadas
esférico por ser a escolha natural para lidar com posi¢cdes na esfera. Tem, no entanto, dois
inconvenientes: requer o uso de funcdes trigonométricas e depende da comparagio de valores
ndo exactos (por exemplo, ). Mas tal como no varrimento circular, estes obstidculos sao
ultrapassados facilmente recorrendo a coordenadas Cartesianas.

Sejam os locais representados por (ou convertidos para) coordenadas Cartesianas, em que
um local @ = (a,, ay) é transformado num vector unitdrio @ = (ay,dy, a;). Desta forma, a
relag@o de ordem entre dois locais a e b (c.f. Definicdo 8) é dada por:

az<b.z
by > 0A (ay <0Vat-b<0)
Vv
a>be o (5.7)
az=bzA{b, <OA(ay <OAaGt-b<0)
%

by =0A (ay <0V by > 0)

De igual modo, transforme-se a prioridade associada a um raio de circulo de varrimento

p na expressao equivalente dada por (sendo sgn(v) o sinal do valor v):

(p) = 2sgn(t) 12, onde t = cos(p/2). (5.8)
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Desta forma, as prioridades variam de +2 a —2, sendo positivas no varrimento de Norte para
Sul, zero no pdlo Sul, e negativas quando o circulo de varrimento regressa para Norte. Como
consequéncia, hi que trocar a fila com prioridade organizada por minimos por uma fila com
prioridade organizada por mdximos na implementacao da fila de eventos. Aplicando (5.8) aos

trés tipos de prioridades, obtém-se os seguintes resultados.

A prioridade de um evento-local é simplesmente dada por:
Hlocal(a) =1+4a;. (5.9)

Nas condi¢des que determinam o escalonamento de um evento-circulo, apenas uma com-
paracdo ndo € trivial: a comparagdo do centro do circulo v com o alcance dos caminhos das

intersecgoes (a,b) e (b,c). Essas comparag¢des traduzem-se por:

vieatnbt & @' -3/ >=0Ab'-3'>0 5.10)
vieb Ne™ & b5 <OAE-3'<0 ‘
onde
il = (a—b)x(c—b),
. E q) ( ) (5.11)
v=u/lul.
ﬁ/:(UX’vy)’Zi/:(a)hay)l’g/:(bx,by)J_eE/:(Cx,Cy)J_.
A prioridade de um evento-circulo € dada por:
Hcirculo(a» b, C) =1l4+o0v; — \/(1 — U%)(l — 0'2), onde
(5.12)

-

{ozﬁ-a.

e v é dado por (5.11).

Um evento-rotacdo é gerado sempre que o caminho da primeira ou da tltima intersec¢ao
de arcos da frente de onda cruza o meridiano principal. Se (a,b) é a primeira interseccio de
arcos da frente de onda, entdo € associado um evento-rotagdo ao arco (a) se b > a A by, > 0.
De igual modo, se (a,b) € a tltima intersec¢do de arcos da frente de onda, entdo € associado
um evento-rotagdo ao arco (b) se a > b A a, < 0. Em qualquer dos casos, a prioridade de

um evento-rotacdo ¢ dada por:

Miotagio(a, b) = sgn(o + 1) (l +or—+/(1=-12)(1- 02)) , onde

§= ”(ax —by,a; — bz)”’ (5.13)
o =sgn(b, —a;) (ax b, —a; by)/$4,
T =sgn(b; —a;) (ax — bx)/$6.

A relac@o de ordem usada na ordenacdo da frente de onda também fica mais simples,
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Algoritmo 3 Construcio do diagrama de Voronoi V' de um conjunto P de locais na esfera.

1: diagrama: V <« 0 {O diagrama de Voronoi.}
2: arvore: w < 0 { Arvore vermelha-preta, guarda a frente de onda.}
3: vector: a < P.ordenar() {Locais ordenados por co-latitude (<), }
4: {e por longitude (<).}
5: inteiro: k < 0 {Posi¢do em a do préximo evento-local. }
6: fila: g < 0 {Fila com prioridade, para eventos-circulo e rotagao. }
7: numero: «, {Prioridades.}
8: enquanto k < |P| Vv g # 0 fazer

9: o < (k < |P|) ? Hlocal(a[k]) P00

10 B <« (q # 9) ? g.prioridade_maxima() : —oo
11: sea > f entao
12: processar_evento_local(V, w, g, alk])
13: k++
14:  senao {wy identifica o né arco}
15: (wg, ev) < g.remover_maximo() {ev indica o tipo de evento}
16: se ev € evento-circulo entao

17: processar_evento_circulo(V, w, g, wo)

18: senao

19: processar_evento_rotacao(V, w, g, wy)
20: fim
21:  fim
22: fim

23: V.juntar_par_de_arestas(w)

sendo (5.6) substituido por:

s, < {a,b); & a|lb; —s;| < Blaz —s;|, onde

o = sy (5x —ax) + sy (sy —ay), (5.14)
B = sx (5sx —bx) + 5y (sy —by).

Concluindo, o uso de coordenadas Cartesianas permite implementar o algoritmo de varri-

mento esférico recorrendo apenas as operagao aritméticas e a raiz quadrada.

5.2.6 Algoritmo de varrimento esférico

O Algoritmo 3 descreve o algoritmo de varrimento da esfera. No geral pouco difere do al-
goritmo de varrimento circular. As diferencas estdo encapsuladas no célculo de prioridades e
processamento de eventos. Agora os locais s@o ordenados por co-latitude e por longitude (li-
nha 3, de acordo com (5.7)). Os eventos sdo processados por ordem decrescente de prioridade
(linha 11). Esgotados os eventos, a frente de onda fica reduzida a dois arcos, cujas intersec-
cdes percorrem duas instdncias da mesma aresta. Resta apenas descartar uma das instancias,

ligando a outra apropriadamente (linha 23).
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Proposicao 4. O Algoritmo 3 constréi o diagrama de Voronoi esférico de n locais em tempo
O(nlogn) e em espaco ®O(n).

Demonstragdo. Todas as estruturas de dados ocupam espaco ®(n) uma vez que o nimero de
arcos na frente de onda nao pode exceder 2n. Logo, cada operagdo primitiva na frente de
onda ou na fila de eventos tem um custo O(logn), se implementadas, respectivamente, por
uma arvore preta-vermelha e por um heap bindrio mais um vector (que associa cada evento
na fila com a sua posicdo no heap). O niimero de eventos-rotacdo corresponde ao nimero de
regides atravessadas pelo meridiano principal que, por serem convexas, ndo pode ultrapassar
n, intersectada cada uma em duas arestas. Como cada aresta é partilhada por duas regides,
tem-se um maximo de n arestas intersectadas pelo meridiano principal, correspondendo a n
eventos-rotacdo. Por fim, o processamento de cada evento requer um nimero constante de
operacdes primitivas sendo o nimero total de eventos processados ®(n). Mais exactamente,

tem-se n eventos-local, 2 n — 4 eventos-circulo e um maximo de n eventos-rotagao. Ol

5.3 A transformada de inversao

Um resultado importante, devido a Brown [9], relaciona o diagrama de Voronoi de locais na
superficie da esfera com o diagrama de Voronoi da projec¢do estereogréfica dos locais num
plano, através de uma transformada de inversdo. Seja ¢ um ponto da esfera unitaria S que é,
simultaneamente, a origem e um centro de projecc¢do. Seja T o plano tangente a S que toca o
antipoda de c. Para cada ponto v = (r, 8, ¢), definido em coordenadas polares em relagdo a

origem c, a transformada de inversdo de v é definida por:

v = (1,9,¢) ) (5.15)
r

Ou seja, o vector v™! tem a mesma direccdo de v, mas o inverso da magnitude. Esta trans-
formada tem a propriedade de transformar superficies esféricas tangentes a ¢ em superficies
planas que ndo contém ¢ e vice-versa. Em particular, esta transformada imita a projeccao
estereografica, transforma pontos da esfera S em pontos do plano 7.

Além do mais, a transformada de inversdo estabelece uma relacdo entre o diagrama de
Voronoi esférico de locais em S com o diagrama de Voronoi planar da projeccdo estereogra-
fica dos locais (de S) em T. Seja y um circulo vazio maximo que contém pelo menos trés
locais de S na sua fronteira e P o plano que intersecta S em y. A transformada de inversio
projecta esses locais em 7', a0 mesmo tempo que transforma o plano P numa esfera P! que,

1

ao intersectar T', define um circulo y~!. O facto crucial é que os circulos y e y~! contém os

mesmos conjuntos de locais nos seus bordos. Adicionalmente, se y ndo contém o centro de

projec¢io c, entdo y~! é um circulo vazio maximo do diagrama de Voronoi dos pontos mais
1

proximos (em 7'); e se y contém c, entdo y~* € o circulo englobante minimo do diagrama de

Voronoi dos pontos mais afastados (também em 7°).
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Figura 5.9: Inversdo do diagrama dos pontos mais afastados em duas dimensdes.

As Figuras 5.8 e 5.9 ilustram estas relacdes para o caso bidimensional, onde esferas e
planos sdo substituidos por circulos e linhas rectas. Em ambos os casos, o centro de y~! é
um vértice do diagrama de Voronoi em 7.

Um corolério destes resultados é que um algoritmo que construa o diagrama de Voronoi
esférico também constréi implicitamente dois diagramas de Voronoi planares: um diagrama
dos pontos mais préximos e um diagrama dos pontos mais afastados. O algoritmo de varri-
mento esférico constrdi-os a vez: primeiro o diagrama dos pontos mais proximos e depois o
diagrama dos pontos mais afastados. Posicionando o centro de projec¢do ¢ no pélo Sul e o

centro de varrimento no pélo Norte, como € habitual, observa-se que:

e um vértice cujo circulo vazio maximo ndo inclui ¢ € encontrado antes do circulo de
varrimento cruzar o pélo Sul; e

e um vértice cujo circulo vazio maximo contém ¢ € encontrado depois do circulo de
varrimento cruzar o pélo Sul.

Este resultado deriva do facto de o circulo vazio mdximo centrado num ponto da frente de
onda ser tangente ao circulo da varrimento. Concluindo, o algoritmo de varrimento esférico
constréi implicitamente dois diagrama de Voronoi planares da projec¢do estereografica dos
locais: constréi o diagrama dos pontos mais préximos quando o circulo de varrimento varia
de 0 a e constréi o diagrama dos pontos mais afastados quando o circulo de varrimento
variade r a2 .



Capitulo 6
Edicao de diagramas de Voronoi

Neste capitulo sdo descritos dois algoritmos que actualizam um diagrama de Voronoi. Nome-
adamente, um algoritmo para inserir um novo local e um algoritmo para remover um local.
Ambos os algoritmo sdo baseados na técnica de varrimento circular, sendo aplicdveis a edi¢do
de diagramas de Voronoi planares e esféricos. Na seccdo 6.1 sdo descritos os algoritmos de

edicdo de diagramas esféricos, sendo as variantes para o caso planar descritas na sec¢io 6.2.

A edicdo de um diagrama de Voronoi V, seja por inser¢do ou remogao de um local s,
modifica, regra geral, apenas uma pequena parte de V' que, numa remocao, corresponde 2
parte de V' cujos circulos vazios mdximos sdo tangentes a s €, numa inser¢ao, corresponde a
parte de V' cujos circulos vazios maximos contém s. Por defini¢do, a parte de V referida é
exactamente a regido de s, V(s), seja a regido a remover ou a regido a inserir.

Os algoritmos de edi¢ao seguem a mesma estratégia do algoritmo de Fortune. O algoritmo
de remocdo varre V(s) com uma frente de onda que comeca na fronteira da regiao e termina
num arco contido no seu interior. O algoritmo de insercdo faz exactamente o oposto: a frente
de onda comega por ser um arco com um extremo em s e cresce até que atinge o contorno de
V(s). A Figura 6.1 ilustra os dois processos.

A tarefa dos algoritmos de edicdo € identificar um conjunto de arestas e vértices a adi-
cionar a V' (numa remocao) ou a remover de V' (numa inser¢do). Ignorando a fronteira de
V(s), que é calculada numa insercéo, o referido conjunto forma um grafo aciclico Gy (ver

=
<

Figura 6.1: Varrimento da regido V(s) Figura 6.2: Grafo aciclico G5 formado pe-
numa edigdo. las arestas e vértices percorridos durante o
varrimento (duas arestas sao interiores).

73
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Figura 6.2). Define-se por arestas interiores de G5 aquelas cujos extremos estdo contidos no
interior de V' (s). O nimero de elementos de Gy deriva directamente das propriedades dos
diagrama de Voronoi. Sendo m o nimero de locais vizinhos de s, G5 contém m — 3 arestas
interiores cujos extremos definem m — 2 vértices, uma vez que a adi¢ao (ou remog¢éo) de um
local implica uma variagdo de trés arestas e dois vértices no diagrama (c.f. (2.7)).

Os algoritmos modificam um diagrama de Voronoi por aplicacdo de trés operacdes bdsi-
cas, descritas na sec¢do 2.3: rotacdo de arestas e insercao ou remocao de um par de arestas. A
remocgao de um local € feita contraindo a regido respectiva, descartando arestas da sua regido
para regides vizinhas através de uma sucessdo de rotacdes de arestas, até ao ponto em que
a regido fica reduzida a duas arestas. Por fim, esse par de arestas é removido (de uma s6
vez, eliminando trés arestas). Reciprocamente, a inser¢do de um local aplica a sequéncia de
operagdes bdsicas em sentido inverso. Comega com a inser¢do de um par de arestas, que €
o contorno da regido inicial do novo local, e que, efectivamente, adiciona trés arestas ao di-
agrama. Depois, a regido é expandida por uma sequéncia de rotagdes de arestas, absorvendo
arestas das regides vizinhas, até que atinja a forma final.

6.1 Edicao na esfera

A edi¢@o de um local s € feita varrendo a regido V(s) por um circulo centrado no préprio
local. Para simplificar a descri¢do, assume-se que s = o = (0,0), o que pode sempre ser
obtido ap6s uma rotagdo apropriada. A construgdo da frente de onda segue o mesmo esquema
utilizado na constru¢do do varrimento esférico. Dado um circulo de varrimento centrado em
0, interessa considerar o lugar dos pontos equidistantes ao circulo e a um local. O resultado é
uma hipérbole, sendo agora a frente de onda formada por arcos de hipérbole, onde cada arco
¢ definido pelo circulo de varrimento e por um local.
Seja a # (0,0) um local na superficie da esfera e r o raio do circulo de varrimento. Os
pontos i tais que:
i—a=r+ ip, paratodoor € [0,a,], 6.1)

s@0 o centro de um circulo tangente ao circulo de varrimento (com o no seu interior) que passa
por a (como ilustrado na Figura 6.3). A equacgdo (6.1) define um ramo da hipérbole esférica
cujos focos sdo a e o e cuja distancia entre vértices é r. De agora em diante, os ramos de
hipérbole denominam-se apenas por hipérboles.

Vamos agora ver como a hipérbole gerada por um arco varre um hemisfério. Primeiro,
recorde-se que as hipérboles esféricas sdo curvas fechadas (e congruentes com elipses esfé-
ricas). A forma de uma hipérbole é delimitada por um sector esférico cujo angulo diedro é
dado por:

A = 2arccos(csc(a,/2) sen(r/2)). (6.2)

Quando r = 0, A = 7 e a hipérbole degenera na mediatriz M, do arco geodésico que une os

focos. A medida que r aumenta, A diminui, e a hipérbole fecha na direccio de o. Finalmente,
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Figura 6.3: Varrimento de um hemisfério por um ramo da hipérbole esférica definida pelo
local a e pelo circulo de varrimento (centrado em 0). O circulo maximo ilustra M,,. Na
figura da esquerda, o circulo a tracejado centrado em i ilustra a Eq. (6.1).

Figura 6.4: Varrimento da meia-mediatriz M, pelas intersecgdes de duas hipérboles (quando
r diminui).

quando r = a,, A = 0 e a hipérbole degenera novamente, agora no arco geodésico que une o
ao antipoda de a. Deste modo, a hipérbole varre monotonamente o hemisfério definido pela
mediatriz M, e que contém o, quando r varia de 0 a a,. Consequentemente, numa remocao,
as hipérboles geradas pelos locais vizinhos de s varrem a totalidade do interior de V(s), da
fronteira para o interior. O mesmo se aplica na operagao de inser¢do, onde V'(s) € varrido do
interior para a fronteira, quando r varia de a, até 0.

A intersec¢do de duas hipérboles, geradas pelos locais a e b, percorrem metade da medi-
atriz M, dos dois locais (c.f. Figura 6.4). Note-se que, devido a (6.1), qualquer ponto de
intersecc¢do das duas pardbolas pertence a M ;. Quando r = 0, os pontos de intersec¢io sdo
antipodas entre si, uma vez que as hipérboles coincidem com M, e My, que sdo circulos
mdximos. A medida que r aumenta, as interseccdes deslocam-se uma em direccio a outra,
até ficarem coincidentes. Isto acontece para r = min(a,, b,), quando uma das hipérboles
completa o seu varrimento, degenerando num arco geodésico.

Por fim, vamos ver como duas intersec¢des de hipérbole convergem para um vértice.
Seja ¢ um terceiro local e sejam (a), (b) e (c) os trés arcos de hipérbole respectivos, cujo
foco comum é 0. Sem perda de generalidade, sejam (a,b), (b,c) e (c,a) as correspondentes

a,b:¢ o centro e o raio do circulo circunscrito aos trés locais,

intersecgdes de arcos, e sejam v e r
respectivamente (ver Figura 6.5). Seja agora a frente de onda definida pelo envelope interior
das hipérboles que, neste caso, é formada por tré€s arcos e trés intersec¢des de arcos. As trés
interseccdes de arcos convergem para o interior da frente de onda, percorrendo as mediatrizes

definidas por pares consecutivos de locais, que se intersectam em v. No entanto, apenas duas
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b

Figura 6.5: Convergéncia de duas intersec¢des num vértice. As intersec¢oes (a,b) e (b,c)
juntam-se em v (causando o desaparecimento do arco (b)).

das interseccdes de arcos podem convergir em v, uma vez que a restante intersec¢ao termina,
no caso geral, o seu percurso antes de chegar ao vértice. Ou de modo equivalente, apenas
um dos trés arcos € eliminado da frente de onda no processo de descoberta do vértice. Por
exemplo, (a,b) e (b,c) cruzam-se em v (eliminando o arco (b)) apenas se (c,a) nio o faz, o
que € facilmente determinado comparando a posicdo de v em relagc@o ao circulo maximo que
passa por o e a, como ilustrado na Figura 6.5. A eliminagdo de (b) ocorre para um raio de

circulo de varrimento r = r@:bs

- Up.
No caso particular de uma frente de onda com apenas trés arcos (atrds analisado), todos
os trés arcos convergem para o mesmo vértice. No caso geral, em frentes de onda de quatro

ou mais arcos, tem-se que cada arco converge efectivamente para um unico vértice.

6.1.1 Algoritmo de remocao

Seja s um local a remover de um diagrama de Voronoi V', m o nimero de vizinhos de s (em
V) e u o seu vizinho mais proximo. Recorde-se que s = (0,0) (i.e., posicionado no pélo
Norte). O circulo de varrimento (centrado em s), conjuntamente com os m vizinhos de s,
definem m hipérboles. Como referido atrds, o envelope interior das hipérboles define a frente
de onda, que € uma curva fechada formada por uma sequéncia alternada de arcos de hipér-
bole e intersec¢des de arcos. Inicialmente, para r = 0, a frente de onda coincide com V(s).
A medida que r aumenta, as hipérboles convergem na direccio de s, causando a eliminagdo
de arcos na frente de onda, o que assinala a presenca de novos vértices e novas arestas. O
processo termina quando a hipérbole gerada por u termina o seu varrimento, ou seja, quando
r = u,. Portanto, o algoritmo de remoc¢do pode ser visto como um caso particular do Al-
goritmo 3 em que apenas ha eventos-circulo (c.f. Figura 6.6 que, para simplificar, ilustra a
remog¢ao no plano).

O varrimento de remocdo induz um percurso do grafo G das arestas ndo-interiores para
um ponto interior (que pertence a aresta intersectada pelo semi-circulo maximo u > §). Em
cada evento-circulo, € eliminado um arco da frente de onda, que determina um vértice do
grafo. Quando restam apenas trés arcos na frente de onda, s falta determinar um vértice, o
que pode ser obtido pela eliminacdo de qualquer um dos arcos. O varrimento termina quando

a frente de onda fica reduzida a dois arcos, que sdo removidos numa s6 operagao.
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Figura 6.6: Remocao de um local s de um diagrama de Voronoi V

Na implementac¢@o da operacdo de remocdo, € indiferente qual dos eventos dos trés arcos
é processado para a descoberta do ultimo vértice. No entanto, caso se pretendesse realizar
uma simula¢do do processo de varrimento da frente de onda, onde € importante respeitar a
correcta ordem dos eventos, seria necessario determinar o arco que efectivamente desaparece
no vértice (pela regra indicada na sec¢ao anterior).

O algoritmo de remog¢do, para diagramas com pelo menos trés locais, estd descrito no
pseudo-codigo Algoritmo 4. Comeca por inicializar a frente de onda com V(s) (linha 1). Se a
frente de onda apenas tem dois arcos (caso especial de um diagrama de apenas trés locais, c.f.
seccdo 5.2.1), entdo basta remové-los (linhas 2-3). Sendo, para cada um dos arcos iniciais,
ha que calcular e inserir na fila com prioridade o evento-circulo correspondente, ordenado
por co-latitude (linhas 5-10). Depois, enquanto hd mais que trés arcos na frente de onda,
€ removido o arco com menor prioridade (através de uma rotacdo de aresta, que deixa um
vértice para trds), e sdo actualizadas as prioridades dos arcos adjacentes (linhas 11-20). Por
fim, € feita uma dltima rotag¢do de aresta, que calcula o ultimo vértice (linhas 21-22), e os
dois arcos restantes sdo descartados (linha 23).

Proposicao 5. O algoritmo 4 remove um local com m vizinhos de um diagrama de Voronoi

em tempo O(mlogm) e com espaco ®(m).

Demonstragdo. E fécil verificar que o comprimento da fila com prioridade ¢ inicialmente de
m, nunca excedendo este valor. Logo, o espago requerido pela fila ¢ ®(m). Adicionalmente,
cada operacdo primitiva na frente de onda e na fila com prioridade tem um custo O(1) e
O(logm), respectivamente, se a frente de onda é implementada por uma DCEL, a fila com
prioridade € implementada por um heap bindrio e um vector (tal como no Algoritmo 3), e
todo o elemento da fila com prioridade tem, para além de um arco da frente de onda, um
ponteiro para o elemento correspondente na lista. Além do mais, cada evento-circulo requer
um numero constante de operagdes primitivas para ser processado, para um total de m — 2
eventos processados (que € o nimero de vértices). Por fim, o custo de construcio da fila com
prioridade é ®(m). Ul

A semelhanca do que foi feito para o algoritmo de construgio do diagrama, também aqui
€ vantajoso adaptar o célculo de prioridades a coordenadas Cartesianas. Neste caso, uma
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Algoritmo 4 Remogdo de um local s de um diagrama de Voronoi esférico V.

1: lista: w < V.regido(s) {Frente de onda é V (s).}
2: se w.comprimento() = 2 entao

3:  V.remover_par_de_arestas(w)

4: seniio {w.comprimento() > 3.}
5 vector: a < () { Vector auxiliar. }
6: para toda a aresta ¢ em w fazer

7 k < w.calcular_prioridade(e)

8 a.insere((k, e))

9

: fim
10:  fila: g < construir_fila(a) {Fila com prioridade.}
11:  enquanto g.comprimento() > 3 fazer
12: (k,e) < g.remover_minimo()
13: p < w.anterior(e)
14: n <— w.seguinte(e)
15: w.rodar_aresta(e)
16: k, < w.calcular_prioridade(p)
17: g.actualizar((k 5, p))
18: k, < w.calcular_prioridade(n)
19: q.actualizar((k,,n))
20: fim {Frente de onda tem 3 arcos. }
21:  (k,e) < g.remover_minimo() {Escolher um dos trés eventos. }

22:  w.rodar_aresta(e)
23:  V.remover_par_de_arestas(w)
24: fim

prioridade de co-latitude p € redefinida por:
"(p) = 2sen’(p/2), (6.3)

em que as prioridades variam de 0 a +2. Sejam a, b e ¢ os vectores unitarios correspondentes
aos locais a, b e ¢ na superficie da esfera, respectivamente. A prioridade de um evento-circulo

¢ dada por:
1_[é/l’rculo(a’b’c) =1-0 Uz — \/(1 - Uf)(l - 0—2)9 onde
u=(a—>b)x(c—>b), 6.4)
v=1u/lul,
o=19-d.

Curiosamente, este algoritmo € bastante semelhante ao algoritmo de Devillers (descrito na
sec¢do 3.3). No algoritmo de remogdo na triangulagao, a adicdo de uma orelha equivale a rota-
cdo de uma aresta na remog¢do no diagrama. Ambos os algoritmos comec¢am por considerar a
fronteira do buraco criado pela remog¢ado de um local, que € depois preenchido iterativamente
com a adicdo de arestas, escolhidas por ordem de prioridade. A principal diferenca reside
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Figura 6.7: Insercdo de um local s num diagrama de Voronoi V', sabendo que o local mais
proximo € u.

na definicdo de prioridade. No algoritmo de Devillers, a prioridade € dada pela poténcia de
um local em relacdo a um circulo. Esta prioridade envolve o cédlculo do circulo circunscrito
a trés pontos, que € tudo o que € preciso para determinar a prioridade no Algoritmo 4. Mas,
porque o célculo da poténcia tem um custo elevado, o autor refere que solugdes quadraticas,
mas simples, executam de forma mais rapida [24].

Por ser mais eficiente, o algoritmo foi implementado descartando por completo a fila de
eventos. Devido ao reduzido nimero de locais vizinhos, em média de seis, observou-se que o
desempenho melhora quando a operagdo remover_minimo é implementada por uma procura
sequencial na frente de onda, eliminando todas as inser¢des e actualizacdes de eventos-circulo
na fila de eventos.

6.1.2 Algoritmo de insercao

O algoritmo de inser¢do pode ser visto como o algoritmo de remocgdo executado por ordem
inversa. Seja s um local a ser inserido num diagrama de Voronoi V' e u o local mais préximo
de s (recorde-se que s = (0,0)). O circulo de varrimento € centrado em s, mas o seu raio
varia agora de u, para 0. Na inser¢do, o varrimento comega onde o algoritmo de remogdo
termina. Seja ey a aresta de V(u) que € intersectada pelo semi-circulo maximo u > s, i 0
ponto de intersec¢do e u’ o vizinho de u com quem u partilha a aresta e (c.f. Figura 6.7 que,
para simplificar, ilustra a inser¢do no plano). A frente de onda comeca por ter dois arcos,
um gerado por u e outro gerado por u’, sendo que o primeiro é o arco geodésico que liga
s ai. Portanto, as duas interseccdes de arcos comecam coincidentes em i. A medida de
r diminui, os dois arcos de hipérbole abrem ao mesmo tempo de as intersec¢des de arcos
percorrem eq até que um terceiro arco € inserido na frente de onda. Isto ocorre quando uma
das interseccdes de arcos cruza um vértice v de V' (que € um dos extremos de e¢p). Neste
instante, ha que verificar se v ndo pertence ao diagrama resultante da insercdo de s, o que
é feito com recurso aos circulos vazios maximos. Se o circulo vazio maximo C(v) (em V)
contém s no seu interior, entdo diz-se que v estd em conflito com s e o vértice deve ser
removido. Note-se que v estd em conflito com s, se r, — v, > 0, onde r,, € o raio de C(v).
Nesse caso, é escalonado um evento de forma a que a frente de onda ganhe um arco e duas

novas interseccoes, que irdo percorrer duas novas arestas de V. A prioridade desse evento é
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dada porr = ry — v,.

O algoritmo de inser¢@o pode ser delineado da seguinte forma. Identificada a aresta ini-
cial, é escalonado um evento-circulo para cada vértice extremo da aresta que estd em conflito
com s. Os eventos s@o inseridos numa fila com prioridade. Depois, e enquanto a fila ndao
esta vazia, € retirado da fila o evento com maior prioridade, que é processado removendo do
diagrama o vértice v correspondente (por via de uma rotagdo de aresta), seguido do escalona-
mento de um evento-circulo por cada vértice vizinho de v ainda ndo visitado e que esteja em
conflito com s (no maximo de dois eventos). A remocao termina quando se esgota a fila de
eventos.

Basicamente, a tarefa do varrimento circular é identificar e remover os vértices (e arestas)
que estdo em conflito com o local que € inserido, que caracteriza o grafo G referido no inicio
deste capitulo. Mas como G, é um grafo conexo e aciclico, € facil calcular a sua extensdao com
um percurso (parcial) em V', comec¢ando numa posi¢ao de G arbitraria. Um exemplo seria a
aresta eg. Mas, de facto, qualquer vértice de V' (u) que esteja em conflito com s serve. Além
disso, o diagrama pode ser percorrido por qualquer ordem, uma vez que todos os eventos
escalonados sdo independentes e sdo necessariamente processados. Ou seja, para a operagao
de inser¢do, as prioridades dos eventos sdo irrelevantes.

O primeiro passo do Algoritmo 5 (para um diagrama com pelo menos trés locais) € en-
contrar a meia-aresta inicial e; (linhas 1-6). E uma das arestas de V(1) cuja origem estd em
conflito com s (o que € verificado, no minimo, por uma aresta). A fila de eventos € criada
(linha 7), na qual sao inseridas uma ou duas meias-arestas: e; (linha 8) e a sua aresta gémea,
desde que a respectiva origem também esteja em conflito com s (linhas 9-12). A frente de
onda ¢ inicializada com dois arcos (linha 13). Quando um evento é processado, sdo encon-
trados dois novos vértices €, se estes estdo em conflito com s, sdo inseridos na fila os eventos
correspondentes (linhas 16-23). Além do mais, um arco e duas intersec¢des de arcos sao adi-
cionadas a frente de onda, o que € feito com uma rotagdo de aresta no diagrama de Voronoi
(linha 24). Este procedimento é repetido até que todos os eventos tenham sido processados.
Nesse momento, todas as arestas de V(s) s@o conhecidas, correspondendo aos arcos da frente
de onda quando o raio do circulo de varrimento chega a 0.

Proposicao 6. O Algoritmo 5 insere um local s num diagrama de Voronoi V- em tempo O (k +
m), usando O(m) espaco, sendo k o niimero de vizinhos do local u em V e m o niimero de

vizinhos de s no diagrama resultante.

Demonstracdo. Dado que os eventos podem ser processados por uma ordem arbitraria, assume-
se que sdo guardados numa fila com disciplina FIFO. Ao todo, sdo escalonados m —2 eventos,
em que cada um deles remove um vértice de V. Portanto, o algoritmo requer espago da ordem
de O(m). Além do mais, a aresta inicial e¢; é encontrada em O(k) passos, enquanto que a
segunda fase do algoritmo requer um tempo da ordem de O(m), dado que o teste de vértice
em conflito, o escalonamento de um evento e o posterior processamento sdo realizados por

um nimero constante de operagdes. O
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Algoritmo 5 Insercdo de um local s num diagrama de Voronoi esférico V', u é o local
mais préximo de s.

1: para toda a aresta ¢’ em V.regido(u) fazer
2:  se V.em_conflito(e’.origem(), s) entao
3 e; < e {Encontrada a (meia-)aresta inicial. }
4 sair
5: fim

6: fim

7: fila: g < 0 {Fila com disciplina arbitréria. }
8: g.insere(e;)

9: e < V.gémea(e;)

10: se V.em_conflito(e; .origem(), s) entdo

11:  g.insere(e])

12: fim

13: V.insere_par_arestas(e;, s) {V(s) comecga com dois arcos. }
14: enquanto g # () fazer

15: e’ < g.remove()

16: e} < V.anterior(e’)

17 se V.em_conflito(e].origem(), s) entdo

18: g.insere(e)

19: fim

20: e, < V.anterior(V.gémea(e))
21:  se V.em_conflito(e}.origem(), s) entdo

22: q.insere(e))
23: fim

24:  V.roda_aresta(e’)
25: fim

Apesar de o algoritmo de insercdo ter sido desenhado de acordo com a técnica de var-
rimento, a vers@o final ndo faz mais que um percurso num grafo. Curiosamente, esta € a
estratégia seguida pela operagdo de insercdo do algoritmo incremental de construgéo da tri-
angulacdo de Delaunay (descrito na sec¢do 3.2). Observe-se, no entanto, que os algoritmos
actualizam estruturas de dados diferentes.

6.2 Edicao no plano

A estratégia de varrimento circular tem a propriedade singular de se aplicar ao dominio esfé-
rico com a mesma facilidade com que se aplica ao dominio planar. Por este motivo, ndo € de
estranhar que os algoritmos de edicdo de diagramas de Voronoi esféricos se apliquem, com
algumas modificacdes, aos diagramas planares. Nesta sec¢do sdo descritas as caracteristicas
do varrimento hiperbdlico no plano e o processo de adaptacdo dos algoritmos de edicdo ao

plano.

A frente de onda hiperbdlica foi construida considerando o envelope interior de um con-
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(a) (b) (c)

Figura 6.8: Hipérbole definida por um local e um circulo de varrimento.

junto de hipérboles. Cada hipérbole foi definida como o lugar dos pontos equidistantes a um
circulo, centrado num local a editar, e a um local vizinho. A forma da hipérbole varia com
a distancia entre o centro de varrimento e o local gerador e o raio do circulo. Independen-
temente, cada hipérbole tem a capacidade de varrer um semi-plano definido pela mediatriz
entre dois locais: o local gerador e o local a editar.

No plano, cada um destes elementos tem uma forma equivalente. Hemisfério € substituido
por semi-plano, circulos maximos por linhas rectas, arcos geodésicos por segmentos de recta
e a distancia geodésica pela distancia Euclidiana. Neste caso, € conveniente especificar os
pontos em coordenadas polares, p = (p,, pg). Porque simplifica a andlise (tal como na
esfera), também aqui se assume que o local a editar s se localiza na origem, isto é, s = 0 =
(0,0).

Vamos comecar por analisar as propriedades das hipérboles no plano, quando definidas
no contexto do varrimento circular, seguindo o raciocinio apresentado no caso esférico. Seja
a # (0,0) um local do plano e r o raio do circulo de varrimento. Os pontos i tais que:

i—a=r+ip, paratodoor € [0,a,), (6.5)

sdo o centro de um circulo tangente ao circulo de varrimento (com o no seu interior) que passa
por a (ver Figura 6.8b). A equacao (6.5) define um ramo de hipérbole cujos focos s@o a e
o e cuja distancia entre vértices € r. O ramo de uma hipérbole (aqui também abreviado por
hipérbole) € uma curva aberta delimitada por duas assimptotas, cujo angulo interno é dado
por:

A = 2arccos(r/ay). (6.6)

Quando r = 0, A = 7 e a hipérbole coincide com M,, (Figura 6.8a); a medida que r
aumenta, A diminui e as assimptotas convergem em torno de o (Figura 6.8b); e quando r =
a,, A = 0 e a hipérbole degenera na semi-recta com origem em o e na direc¢do oposta a a
(Figura 6.8c).

A intersec¢do de duas hipérboles varre, igualmente, metade da mediatriz entre dois locais.

Porém, dado que se tratam agora de curvas ndo fechadas, ha que analisar trés casos distintos.
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Figura 6.10: Varrimento de meia-mediatriz por uma tnica intersec¢do de hipérboles.

Sejab = (b,, bg) um segundo local e sejam M, Mg, € M, as mediatrizes entre os locais
(a,b), (a,o0) e (b,0), respectivamente.

Consideremos primeiro que a, b € 0 ndo sdo colineares e que a semi-recta a > o intersecta
Mp (como ilustrado na Figura 6.9) ou, de modo equivalente, em que o ponto da recta a b
mais préximo de o estd contido em ab. Inicialmente, quando » = 0, as hipérboles coincidem
com M, e Mp,, intersectando-se em iy. Com o aumento de r, o ponto de intersec¢ao per-
corre M, até que, quando r = dist(o, ﬁ), uma assimptota de cada hipérbole fica paralela
com M, (ver Figura 6.9b), altura em que comeca a ser tragada uma segunda intersecgio
(com inicio no infinito). As duas intersec¢des percorrem M, convergindo para um ponto.
O varrimento de metade de M é concluido quando r = min(a 0 bp), altura em uma das
hipérboles completa o varrimento do plano. Nesse instante, as duas intersec¢des juntam-se
em i, que é o ponto de intersec¢do entre a > 0 € Myy.

Numa segunda configuragdo, considerem-se trés locais igualmente ndo colineares, mas
em que a semi-recta a > 0 ndo intersecta M, (c.f. Figura 6.10) ou, de modo equivalente,
que o ponto da recta a b mais préximo de o ndo pertence a a b. O varrimento de M, segue
um padrio semelhante. Inicialmente, para r = 0, as duas hipérboles coincidem com M, e
Mp,, intersectando-se em ip. Com o aumentar de r, o ponto de intersec¢do varre M,; até
que, quando r = dist(o, a b), uma das assimptotas de cada hipérbole fica paralela com M,
altura em que o ponto de intersec¢do (agora localizado no infinito) completa o varrimento de
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Figura 6.11: Varrimento da mediatriz no caso em que os trés locais sdo colineares.

(metade de) M. Note-se que, neste caso, sé um dos lados de cada hipérbole € que entra em
jogo.

A terceira configuragdo é obtida com os trés locais colineares, com o entre a ¢ b, ou
seja, quando o pertence a ab. Agora as duas hipérboles estdo viradas uma para a outra,
intersectando-se sempre em ambos os lados da recta ab (ver Figura 6.11). As duas intersec-
¢des comegam no infinito, juntando-se a meio caminho entre a e b (quando r = min(a,, by)).

No plano, a frente de onda € igualmente definida pelo envelope interior de hipérboles,
tendo o por foco comum. A frente de onda pode agora ser uma curva aberta ou fechada,
consoante a configuracdo das hipérboles que a formam. Possui, no entanto, as mesmas pro-
priedades: as intersec¢des de arcos percorrem arestas do diagrama de Voronoi, enquanto que
as mudancas topoldgicas na frente de onda assinalam a localizagdo dos vértices. Analisemos
primeiro a configuragdo com frente de onda fechada.

Seja ¢ = (cp, cg) um terceiro local. Sem perda de generalidade, sejam a, b e ¢ trés locais
nas condic¢des da Figura 6.12. Isto é, com a, < b, A a, < ¢, e com os trés locais orientados
em torno de o segundo a ordem dos ponteiros do relégio. Os tré€s arcos de hipérbole sdao
(a), (b) e (c), com as correspondentes intersec¢cdes de arcos (a,b), (b,c) e (c,a). Seja

a.b.c o centro e o raio do circulo circunscrito aa, b e c.

v=(vp,v9)er

Neste caso, o arco (b) s6 desaparece se as intersec¢des adjacentes, (a,b) e (b,c), simulta-
neamente convergem entre si e cruzam v. A primeira condigdo € trivial. A segunda condi¢ao
depende da posi¢ao relativa de v em relagdo a linha recta 0 @, uma vez que o arco (a) termina
o varrimento antes do arco (b) (porque a, < b,), como ilustrado na Figura 6.12. O arco (b)
é eliminado quando o raio do circulo de varrimento r = r%?< — T'p.

Como se observou no varrimento hiperbdlico na esfera, em frentes de onda formadas por
quatro ou mais arcos, cada arco converge efectivamente para um vértice distinto. E quando
restam apenas trés arcos, a determinacdo do vértice que falta é obtida pela eliminacdo de
qualquer um dos arcos.

O processo de eliminagdo de arcos € facilmente estendido ao caso de frentes de onda
ndo fechadas, que podem ocorrer em dois tipos de cendrios: na remocao de um local perten-
cente ao involucro-convexo ou na inser¢do de um local que passa a fazer parte do invélucro-
convexo. Em qualquer dos casos, é possivel considerar que a frente de onda é sempre fechada
por adicdo de um arco auxiliar (desenhado a tracejado na Figura 6.13), que liga duas arestas

divergentes e infinitas, tal como indicado na sec¢@o 2.3. Um arco auxiliar participa num al-
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(a) (b) ()

Figura 6.12: Eliminacdo de um arco por convergéncia de duas intersec¢des de hipérboles.
Caso com frente de onda fechada.

(b) ()

Figura 6.13: Eliminacdo de um arco por convergéncia de duas intersec¢des de hipérboles.
Caso com frente de onda aberta.

goritmo de edicdo tal como um arco normal, podendo ser rodado ou modificado pela inser¢do
ou remocao de um par de arestas. No caso ilustrado na Figura 6.13, em que a semi-recta a >0
intersecta M, 0 arco auxiliar desaparece com r = dist(o, a ¢) (ver Figura 6.13b), altura em
que as assimptotas dos dois arcos adjacentes ficam paralelas e (a,c) comega a tracar M.

O truque de adicionar arcos auxiliares a envelopes de hipérboles permite o desenho dos
algoritmos de edi¢do de diagramas de Voronoi planares como se todas as regides envolvidas
fossem fechadas, tal como na esfera (c.f. seccdo 2.3). Em particular, sdo vélidos os mesmos
algoritmos desenhados para a edi¢do na esfera (Algoritmos 4 e 5), sendo apenas necessaria a

adaptacdo de alguns pormenores, consequéncia das diferencas entre os dois dominios.

As diferencas nos algoritmos resumem-se ao escalonamento e cilculo de prioridades de
eventos-circulo. Na esfera, um arco gera sempre um evento-circulo, uma vez que os caminhos
de duas interseccoes adjacentes definem um sector de esfera e, por isso, cruzam-se sempre.
No plano, um evento-circulo s6 € escalonado se as intersec¢des de arcos convergem entre
si. O célculo da prioridade de um evento-circulo, no algoritmo de remogao, e a comparagdo
entre um local e o circulo correspondente a um vértice, no algoritmo de inser¢do, conduzem
necessariamente a diferentes expressoes.

Sejam a = (ax,ay), b = (bx,by) e ¢ = (cx,cy) trés locais, especificados em coor-
denadas Euclidianas, que geram trés arcos consecutivos na frente de onda, (a), (b) e (c),

respectivamente. A condi¢dao que determina a eliminag¢ao do arco (b) da frente de onda e a
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prioridade do evento-circulo correspondente dependem da presenga de um arco auxiliar neste
trio de arcos. Se nenhum dos trés arcos € um arco auxiliar, entdo o arco (b) apenas desapa-
rece se as arestas percorridas pelas interseccdes dos arcos adjacentes convergem, ou seja, se

___—9 J_ ____9 . .
a—b - c—b <0. A prioridade do evento-circulo é dada por:

Y (@, b,c) = |v|| = ||b + v| onde

circulo

ab = (ax —byx,ay, — by, |a —b||2),
ch = (cx = by.cy — by, llc — b, 67)
ii = ab x c%,
v=1u/Quy).
Se o arco (c¢) é auxiliar (i.e., ¢ = @), entdo o arco (b) apenas desaparece se a > o

intersecta M (0 que equivale a determinar se a assimptota de (a) converge em torno de
—
o mais rapidamente que a assimptota de (b)). Esta condicdo equivale a determinar se a -

% . .
b —a > 0. Neste caso a prioridade é dada por:

51 -
a -b

" (ah.P) = — 6.8

circulo (a ) ”b —a ” ( )

O caso em que a = & conduz a uma expressio semelhante.

Resta analisar o caso em que (b) € um arco auxiliar (b = @). O arco auxiliar desaparece
da frente de onda se a > o (ou, opcionalmente, ¢ > 0) intersecta M., 0 que determina
que, durante o varrimento, as assimptot&dc))s arcos adjacentes ficam paralelas entre si. Esta

-
condicdo equivale a determinar se @ - ¢ —a < 0. A prioridade do evento correspondente é

dada por:
-1 o
" a -c
. , I, = —. 6.9
c1rculo(a C) ||C —a ” ( )

6.2.1 Algoritmo de remocao

O Algoritmo 6 descreve o algoritmo de remogdo de um local num diagrama de Voronoi
planar. Este algoritmo € idéntico ao algoritmo equivalente no dominio esférico, diferindo no
escalonamento de eventos, que agora sdo condicionais, e na existéncia de arestas auxiliares.
Aos arcos que ndo geram um evento-circulo, porque ndo convergem para um vértice, é atri-
buida uma prioridade de +oc0 (linhas 7 e 8). Os eventos sdo inseridos numa fila de eventos
com prioridade (linha 12), sendo processados por ordem crescente de prioridade (linhas 13—
22). Enquanto existem mais de trés eventos na fila, ¢ removido o evento de menor prioridade
(linha 14), que é processado rodando a aresta associada (o que identifica um novo vértice,
linha 17) e actualizados os eventos associados aos arcos adjacentes. Para cada um destes
arcos, hd que determinar o seu desaparecimento e, eventualmente, calcular a prioridade de

um novo evento-circulo (linhas 18 e 20). Se existia um evento associado a um arco adja-
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Algoritmo 6 Remocdo de um local s de um diagrama de Voronoi planar V.

1: lista: w < V.regido(s) {Frente de onda € V'(s).}
2: se w.comprimento() = 2 entao

3:  V.remover_par_de_arestas(w)

4: seniio {w.comprimento() > 3.}
5 vector: a < ¢ { Vector auxiliar. }
6: paratoda a aresta ¢ em w fazer

7 k < w.calcular_prioridade(e)

8
9

se k < +00 entao {se o arco converge}
: a.insere((k, e))
10: fim
11: fim
12:  fila: g < construir_fila(a) {Fila com prioridade.}
13:  enquanto g.comprimento() > 3 fazer
14: (k,e) < g.remover_minimo()
15: p < w.anterior(e)
16: n <— w.seguinte(e)
17: w.rodar_aresta(e)
18: k, < w.calcular_prioridade(p)
19: g.inserir_actualizar_ou_remover((k,, p))
20: k, < w.calcular_prioridade(n)
21: g .inserir_actualizar_ou_remover((k,,n))
22: fim {Frente de onda tem 3 arcos.}
23:  (k,e) < g.remover_minimo() {Escolher um dos trés eventos. }

24:  w.rodar_aresta(e)
25:  V.remover_par_de_arestas(w)
26: fim

cente, entdo este evento € actualizado para a prioridade do novo evento, caso 0 novo arco
convirja para um vértice, ou entdo o evento € simplesmente removido da fila de eventos. Se o
arco adjacente ndo tinha um evento associado e se se verifica que 0 novo arco gera um novo
evento, entdo este ¢ simplesmente inserido. Estas vdrias opcdes estdo encapsuladas na fungdo
inserir_actualizar_ou_remover (linhas 19 e 21). Note-se que, apesar do escalonamento con-
dicionado de eventos, o varrimento percorre (e remove) os m — 2 vértices do interior do grafo
G5 (sendo m o nimero de locais vizinhos), processando igual nimero de eventos-circulo.

A adicdo de arestas auxiliares permite que o varrimento se processe como se nao existis-
sem regides ilimitadas. Na remocd@o de um local pertencente ao invélucro-convexo, a frente
de onda percorre dois vértices auxiliares, extremos da aresta auxiliar. Uma aresta auxiliar
pode ser objecto de rotagdo (tal como as arestas regulares), deixando um vértice auxiliar para
trds. Também pode acontecer que uma aresta auxiliar faca parte do par de arestas finais. Em
qualquer dos casos, a presenca de uma aresta auxiliar apenas altera as condi¢des de desapare-

cimento de um arco e o calculo da prioridade respectiva.

O algoritmo de remocao de locais no plano apresenta a mesma complexidade espacial e
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temporal que o algoritmo equivalente na esfera. A justificacdo segue os mesmos argumentos
apresentados na Proposi¢do 5 (pagina 77) notando que a adi¢do de arcos auxiliares ndo altera

o tamanho da frente de onda e o nimero de eventos processados em mais de uma unidade.

6.2.2 Algoritmo de insercao

O Algoritmo 5 (pagina 81), que descreve a inser¢do de um local num diagrama de Voro-
noi esférico, aplica-se igualmente a inser¢cdo de um local num diagrama de Voronoi pla-
nar. A insercdo no plano apenas difere do equivalente esférico na implementacdo da fungao
em_conflito(v, 5), que agora € estendida para contemplar o caso em que v é um vértice auxi-
liar. Generalizando, define-se como circulo vazio maximo de um vértice auxiliar v, (€Xtremo
de uma aresta infinita) o semi-plano limitado pela recta que passa pelos locais que partilham
a aresta que contém v,. Como atras indicado, a operagdo de rotacdo de aresta nao necessita
de qualquer adaptagdo uma vez que, topologicamente, as arestas auxiliares s@o indistintas das
arestas regulares.

Portanto, o algoritmo de inser¢do de locais no plano apresenta a mesma complexidade
espacial e temporal que o algoritmo equivalente na esfera.

6.3 Interpolacao por vizinhos naturais

Nesta seccdo vamos ver como o algoritmo de inserc¢do pode ser facilmente transformado num
algoritmo eficiente de calculo da interpolag@o por vizinhos naturais.

A interpolacdo por vizinhos naturais € um método de interpolagdo espacial desenvolvido
por Sibson [58]. Baseia-se no diagrama de Voronoi de um conjunto de pontos, aplicivel a dis-
tribui¢des irregulares de pontos. Constitui uma alternativa a métodos de interpolag@o simples
tais como a interpolagdo pelo vizinho mais proximo ou a interpolagdo pela média ponde-
rada dos k vizinhos mais proximos. Métodos mais elaborados dependem habitualmente de
parametros que, normalmente, derivam de pressupostos sobre a natureza da funcao de interpo-
lagdo, restringindo a sua aplicabilidade. Embora possam ter melhor desempenho, o constran-
gimento imposto pela parametriza¢do descarta-os como métodos universais de interpolacao.
Em claro contraste, a interpolacdo por vizinhos naturais nio requer qualquer parametrizacao,
nem impde qualquer constrangimento nas posi¢des dos pontos a interpolar.

Uma forma alternativa de definir a interpolacdo por vizinhos naturais ¢ como o método
que calcula a superficie de drea minima que passa por todos os pontos, tal como a interpolagdo
linear na recta. De facto, no diagrama de Voronoi de pontos na recta, a regidao de Voronoi
de cada local é delimitada pelos pontos médios entre locais consecutivos. Aplicando este
método ao caso linear, a interpolagdo em qualquer posi¢ao identifica dois vizinhos naturais
que definem pesos que coincidem com a comum interpolagdo linear. Portanto, a interpolagdo
por vizinhos naturais pode ser vista como uma generalizacdo da interpolacdo linear em R.
Naturalmente, este método é generalizavel a R”, embora aqui seja apenas discutida a sua
implementag@o no plano e na superficie da esfera.
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Figura 6.14: Interpolagdo por vizinhos naturais. A interpolacdo em x é dada pela média
ponderada dos vizinhos naturais, pq, ..., ps, com oS pesos wi, ..., W5, respectivamente.

Uma aplicag@o habitual da interpolacdo em conjuntos de pontos irregulares € a re-inter-
polacdo de dados numa malha regular, como passo intermédio da constru¢do de um mapa
de linhas de contorno de valor constante, que possuem a vantagem de evidenciar estruturas
espaciais dificilmente visiveis nas medidas pontuais. A interpolacdo por vizinhos naturais
possibilita a construcdo eficiente de mapas de contornos, calculando uma aproximacao linear
de medidas pontuais.

A interpolacdo por vizinhos naturais é feita do seguinte modo. Seja P um conjunto de
pontos p; onde é conhecida uma medida f(p;) e seja V(P) o diagrama de Voronoi de P.
A interpolagdo num ponto x ¢ P é obtida inserindo x no diagrama V(P), o que causa a
reducdo da regido de alguns locais de P. Os locais cujas regides foram reduzidas sdo os
vizinhos naturais de x em V(P). Seja entdo V'(x) a regido de Voronoi de x no diagrama
V(P U {x}), enquanto que V(p;) denota a regido de p; em V(P). A interpolagdo em x é
dada por uma média das medidas dos vizinhos naturais, ponderada pela area roubada a cada
vizinho natural, relativa a drea de V/(x). Assumindo, sem perda de generalidade, que p;, com
i = 1,...,m, sdo os vizinhos naturais de x, entdo a estimativa F(x) de f(x) é dada por:

F(x) =) wi f(p), (6.10)

i=1

onde
_drea(V/(x) NV(pa))

P drea(V'(x)) ’

tal como ilustrado na Figura 6.14. No plano, este método apenas se aplica a pontos que gerem
uma regido de Voronoi finita, isto €, pontos contidos no invélucro-convexo de P. Na esfera,
aplica-se a todo o dominio. Por outro lado, este método é continuo em todo o dominio excepto
para x € P, em que a estimativa é dada pela medida conhecida.

Uma implementagao directa deste método implicaria a inser¢ao de x no diagrama V(P),
para determinar V'(x) e identificar os vizinhos naturais, seguida da remog¢éo de x e, final-

mente, da intersec¢do de V/(x) com cada uma das regides V(p;) dos vizinhos naturais. Pos-
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Figura 6.15: Constru¢do da vizinhanga natural de x (c.f. Figura 6.14).

sivelmente, seria exequivel evitar a operacdo de remocao, estendendo a implementacdo do
diagrama de Voronoi com um mecanismo que permitisse desfazer (em tempo constante) a
dltima inser¢do. No entanto, ndo ha forma de evitar a interseccdo de poligonos, operagdo que
tem um custo linear no ndmero total de elementos dos dois poligonos [62]. A solucdo que se
propde a seguir evita esta operacdo, construindo directamente as interseccdes entre poligonos,
por adaptagdo do algoritmo de inser¢io.

O algoritmo de inser¢do de um local x num diagrama de Voronoi V' comega por inserir
um par de arestas (dando inicio a uma regido), seguindo-se uma sequéncia de rotagdes de
arestas. Durante o varrimento que implementa a insercao, € percorrida a parte de 1 a remover
(vértices e arestas) para dar lugar a regido de x. A ideia da adaptacdo para a construcdo da
vizinhancga natural é usar a mesma sequéncia de operacdes (com alteragdes) na construgao
de um segundo diagrama de Voronoi, preenchido com uma cépia da parte de V' que seria
removida numa inser¢do de x. Desta forma, obtém-se um diagrama que apenas contém a
vizinhanga natural V;,(x) de x, isto é, contém um poligono por cada vizinho natural de x,
com a forma de V'(x) N V(p;), delimitada por um poligono com a forma de V'(x). Uma vez
construida a vizinhanga natural, fica trivial calcular o valor da interpolagdo em x, bastando
calcular a area de cada poligono em V;,(x).

A construgdo de V, (x) é feita realizando uma falsa inser¢do de x em V(P), apenas para
se descobrir a sequéncia de operacdes da inser¢do. Essa sequéncia € entdo usada, com adapta-
¢oes, na construcao de V,(x), copiando-se também a parte de V' (P) que seria removida com
a inser¢do. As adaptacdes decorrem da diferenca entre construir um diagrama novo e modi-
ficar um diagrama existente. A Figura 6.15 ilustra todo o procedimento. O diagrama V},(x)
¢ inicializado com a insercdo do local x. A operacdo de adi¢do de dois arcos numa aresta de
V(P) que separa dois locais, p; e p;, é substituida pela adi¢cdo de duas regides, as primeiras
de V,,(x), associadas aos mesmos locais e delimitadas por trés arestas: a aresta entre p; e
pj, copiada de V(P), e duas entre cada local e o local x (ver Figura 6.15a). A rotagdo de
uma aresta, que acontece quando a frente de onda ganha um arco, gerada por um local py, é
substituida pela adi¢do de uma nova regido a V},(x), associada a pg, copiando um vértice e
duas arestas de V(P), e adicionando uma aresta entre pi e x (ver Figuras 6.15b a 6.15d).

Com este procedimento obtém-se um diagrama que €, de certa forma, singular; nenhum
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dos locais estd contido no interior da regido a que esta associado. Apesar desta peculiaridade,
o diagrama V},(x) € topologicamente valido, com cada vértice correctamente associado aos
trés locais que o definem. As vantagens deste método sdo dbvias: o diagrama V(P) nao é
modificado de forma alguma e, uma vez calculado F(x), basta descartar V},(x) para completar
0 processo.
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Capitulo 7
Resultados experimentais

Este capitulo apresenta resultados experimentais obtidos na execucdo dos sete algoritmos
discutidos nos trés capitulos anteriores. O objectivo € avaliar o custo dos algoritmos desen-
volvidos, analisando o desempenho dos algoritmos de varrimento esférico e dos algoritmos
equivalentes no plano e comparé-los com o desempenho de algoritmos distribuidos livremente
para executar a mesma tarefa.

Os testes experimentais processaram os conjuntos de dados apresentados na secc¢io 7.1.
Detalhes de implementag@o dos algoritmos de varrimento sdo discutidos na sec¢do 7.2, sendo
os algoritmos de constru¢do do diagrama de Voronoi (no plano e na esfera) comparados na
seccdo 7.3. O novo algoritmo de construcdo do diagrama de Voronoi esférico é comparado
com algoritmos equivalentes (disponibilizados livremente) na seccdo 7.4. Por fim, na sec-
¢do 7.5 sdo comparados os algoritmos de edicdo (no plano e na esfera).

Todo o cédigo fonte utilizado nestes testes (tanto o cédigo dos algoritmos deste traba-
lho como o cédigo das bibliotecas externas) foi compilado com o compilador GNU GCC
(versdo 4.4.5), com optimizagdes, capaz de compilar cédigo em C, em C++ e em Fortran.
Todos os programas foram executados num computador equipado com um processador Intel
Xeon E5160, trabalhando a 3.00 GHz, com 4 GB de memoéria a 1333 MHz.

7.1 Conjuntos de dados

Os testes experimentais consistem em executar cada algoritmo com o mesmo conjunto de
dados, medindo o tempo de execugdo e o consumo de meméria. Diferentes conjuntos de
dados testam os algoritmos de diferentes maneiras. Por este motivo, foram utilizados quatro
tipos diferentes de conjuntos de pontos, ilustrados na Figura 7.1.

Na forma mais simples, sdo usados conjuntos de pontos em posi¢des aleatdrias (denotados
por A), segundo uma distribuicdo uniforme, tanto no plano como na esfera (c.f. Figura 7.1A).
No plano, os pontos sao distribuidos no dominio [0, 1] x [0, 1]. Por imposi¢do da memoria
RAM disponivel (4 GB), os conjuntos de dados foram limitados a um méaximo de 2243 pontos
(=~ 21 x 108 pontos).
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(A) Posigdes aleatérias

(O) Posigdes ocednicas (P) Percursos de navios

Figura 7.1: Conjuntos de dados com 229 pontos (em projecgio ortogrifica).

No dominio esférico, foram também utilizados conjuntos extraidos de dados reais, com o
objectivo de determinar o impacto da ndo-uniformidade na execucdo dos algoritmos.

O segundo tipo (denotado por E) contém posi¢cdes de estrelas, extraidas da quarta edi¢ao
do catalogo astrografico CCD do Observatdrio Naval dos Estados Unidos (UCAC4) [64] (c.f.
Figura 7.1E). O UCAC4 ¢ um catdlogo de estrelas que preenche toda a esfera celeste, con-
tendo aproximadamente 114 x 10° estrelas, completo até & magnitude 16. Os conjuntos de
dados foram gerados por uma selec¢io aleatéria das 21 x 106 estrelas mais brilhantes.

Os restantes tipos de dados foram gerados a partir da base de dados geofisicos maritimos
GEODAS, compilada pelo centro de dados geofisicos dos Estados Unidos (NOAA) [35, 56].
Tratam-se de dados adquiridos por sensores de medida a bordo de navios ao longo dos trajec-
tos que percorrem. Cada navio adquire um conjunto elevado de registos. Em cada posi¢éo,
sao adquiridas (habitualmente) varias medidas geofisicas (batimetria, campo gravitico, salini-
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dade, etc.), interessando-nos apenas a localizac¢do associada. Foram usados os dados digitais
registados desde 1972, num total de 2572 percursos de navios, contendo cerca de 48 x 10°
posicdes (ndo necessariamente distintas). Estas localizacdes foram agrupadas de duas formas.
Nos conjuntos do tipo O, foram seleccionadas localizacdes de uma permutacio aleatdria de
toda a base de dados (essencialmente cobrindo os oceanos, c.f. Figura 7.10). Os conjuntos
do tipo P foram construidos agrupando uma selec¢do aleatéria de percursos inteiros de navios
até perfazer o nimero de posicoes pretendido (possivelmente truncando o dltimo percurso de
navio). Estes ultimos conjuntos caracterizam-se pela elevada densidade de pontos ao longo
dos percursos dos navios (c.f. Figura 7.1P).

Para cada um dos tipos mencionados, foram gerados dez conjuntos de dados de igual ta-
manho, para os tamanhos 2159 2162 H16.5 —  924.3 (y seja, geraram-se 10 x 28 conjuntos
no total. Os resultados apresentados a frente sdo uma média das dez medi¢des obtidas pela
execucdo com os conjuntos do mesmo tipo e tamanho. Os pontos de cada conjunto de dados
sdo todos distintos e definidos em coordenadas Cartesianas.

7.2 Implementacao dos algoritmos

Os algoritmos de varrimento foram implementados na linguagem C, com os cdlculos nu-
méricos operados com aritmética de virgula flutuante, em precisdo dupla. Desta forma, os
resultados de célculos numéricos s@o contaminados por erros devidos a arredondamentos e,
no pior caso, por cancelamento catastrofico. Estas imprecisdes afectam a implementacdo dos
algoritmos de varrimento de duas formas:

e no célculo de prioridades, o que pode distorcer a ordem relativa entre eventos;

e no célculo das condi¢des que determinam o escalonamento de eventos-circulo e eventos-

rotacao.

Uma forma de atenuar as imprecisdes numéricas por completo seria recorrer a operagdes
numéricas de precisdo arbitraria [31, 13, 63]. Naturalmente, as coordenadas dos locais sdao
especificadas por niimeros com precisdo fixa. Logo, uma maior precisdo nos célculos nu-
méricos permitiria a constru¢do exacta pelos algoritmos de varrimento. Embora exequivel,
esta solugdo teria duas desvantagens: maior complexidade na implementag@o e maior custo
computacional.

Por estes motivos, optou-se por realizar os cdlculos em virgula flutuante, como indicado,
mas seguindo a estratégia de garantir um resultado topologicamente correcto, mesmo na pre-
senca de imprecisdes numéricas [60, 61]. Na pratica, esta estratégia implica que a légica da
implementag@o apenas permite a constru¢do de um diagrama topologicamente correcto, que
se resume em garantir que (para diagramas de trés ou mais locais):

e qualquer regido € delimitada por duas ou mais arestas,

e duas regides que sdo adjacentes s6 partilham uma tnica aresta.
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No que respeita aos cédlculos numéricos, foi seguida a estratégia de maximizar a exactidao
dos resultados perante a precisdo disponivel. Por exemplo, o cdlculo da prioridade de um
evento-circulo implica o cdlculo do centro e do raio de um circulo circunscrito a trés pontos,
que € funcio da area do triangulo formado pelos mesmos pontos. Esta area é calculada pelas
coordenadas dos pontos relativas a um dos vértices do tridngulo Aabc, que € usado como
origem. As expressoes (4.8), (4.16), (5.12), (6.4) e (6.7) calculam a prioridade de um evento-
circulo escolhendo o ponto b como origem. No entanto, qualquer um dos vértices do tridngulo
pode desempenhar a fungéo de origem. Por ser a escolha que maximiza a exactidao do cdlculo
do circulo, no célculo do circulo, a origem € atribuida ao canto cujo dngulo interno € mais
proximo de /2. Em resumo, na implementacéo é dada prioridade a topologia, colocando a
exactidao geométrica em segundo plano. Um aumento da precisdo numérica teria o efeito de
aproximar o diagrama obtido do diagrama exacto.

7.3 Comparacao dos algoritmos de construcao por varri-

mento

Nesta sec¢@o sdo comparados os algoritmos de construc@o do diagrama de Voronoi pela téc-
nica de varrimento, ou seja, o algoritmo de Fortune, o algoritmo de varrimento circular do
plano e o algoritmo de varrimento esférico. O objectivo desta comparacao é avaliar o im-
pacto do custo dos eventos-rotagdo (comparando os dois algoritmos de varrimento planar) e
avaliar o custo acrescido pelo processamento de dados tridimensionais (comparando os dois
varrimentos circulares).

Foram codificadas as trés versdes dos algoritmos de varrimento, denominados de linear,
circular e esférico, para o algoritmo de Fortune, o varrimento circular e o varrimento esfé-
rico, respectivamente. Sempre que possivel, foi partilhado o cédigo entre implementagdes,
por forma a tornar os tempos de execu¢do compardveis. Em particular, as estruturas de dados
relevantes sdo as mesmas nas trés implementagdes. A drvore bindria de pesquisa foi imple-
mentada por uma arvore vermelha-preta e a fila com prioridade por um heap bindrio e um
vector. A principal diferenga entre as varias implementacdes reside no cdlculo de prioridades
(em particular, o célculo do circulo circunscrito a trés pontos) e na fungdo de ordenacdo da
frente de onda. Estes algoritmos foram testados apenas com conjuntos do tipo A (posicdes
aleatorias).

A Figura 7.2 apresenta os valores médios do tempo de execucdo normalizado, para os
trés algoritmos indicados, em funcdo do ndmero de locais n. Em qualquer dos algoritmos,
observa-se que o tempo de execu¢do normalizado (tempo/n) aumenta com o nimero de lo-
cais, justificavel pela complexidade temporal dos algoritmos e pela limitada capacidade da
memoria cache. Com o aumento do volume de dados (e do tamanho das estruturas de dados),
reduz-se a taxa de acertos na memoria cache, aumentando o custo médio de um acesso a
memoria.

Porém, também se observa que os tempos de execucdo relativos entre os varios algo-
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Figura 7.2: Tempos médios de execucdo para os algoritmos de varrimento linear (L), circu-
lar (C) e esférico (S), normalizado pelo nimero de locais 7.

Tabela 7.1: Medidas de desempenho dos algoritmos de varrimento.

¢ eventos eventos eventos- circulos
algo. I(I}Zn)l réclrzili)\?o escalonados falsos rotacio calculados
(/n) (/n) (/~/n) (/n)
L 130B | 1.00x | 4.604 £+ 0.002 | 1.604 £ 0.002 — 3.604 £ 0.002
C 130B | 1.21x | 4.604 £ 0.002 | 1.603 £ 0.003 | 0.907 &+ 0.007 | 3.604 £ 0.002
S 139B | 1.32x | 4.606 £ 0.005 | 1.605 4 0.006 | 0.842 + 0.006 | 4.047 &+ 0.009

ritmos, usando o algoritmo linear como referéncia, sdo aproximadamente constantes. Os
resultados deste teste estdo sumariados na Tabela 7.1, apresentando valores médios (e, para
alguns parametros, o desvio padrdo) normalizados por n.

A comparacdo dos resultados entre os algoritmos linear e circular mostra que o nimero
de eventos escalonados e eventos falsos € idéntico, tal como € o nimero de circulos calculados
(que tem um peso significativo no custo do cdlculo de prioridades). Também se observa que
o nimero de eventos-rotagdo, que apresenta um valor préximo de 0.91 \/n, é desprezével
face ao ndmero total de eventos processados. Logo, a diferenca nos tempos de execugdo
(relativos) entre os algoritmos linear e circular deve-se necessariamente ao custo da fungdo
de ordenacdo, mais dispendiosa no varrimento circular.

Quanto ao algoritmo esférico, a principal diferenca em relagdao ao algoritmo circular é
o aumento do nimero de circulos calculados. Este aumento deve-se a imposi¢ao de um ho-
rizonte finito, que caracteriza o varrimento esférico. O cédlculo de uma prioridade implica o
célculo de um circulo, mesmo que seja para descobrir que o evento estd para além do ho-
rizonte, nunca sendo escalonado. Este custo extra e a necessidade de guardar uma terceira
coordenada justificam o aumento de uso de memoria e tempo de execugdo relativamente ao
algoritmo circular.
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7.4 Comparacao dos algoritmos de construcao do dia-

grama esférico

Um diagrama de Voronoi pode ser obtido, indirectamente, construindo uma estrutura de dados
dual como a triangulac¢do de Delaunay ou, no caso particular da esfera, o invélucro-convexo
tridimensional. Nesta secc¢do, o algoritmo de constru¢do do diagrama de Voronoi esférico
€ comparado com quatro algoritmos alternativos que calculam o invélucro-convexo de pon-
tos em 3D, cujos cédigos-fonte ao disponibilizados livremente. Adicionalmente, também &
comparado com um algoritmo incremental de construcdo da triangulagdo de Delaunay na
superficie da esfera.

A Computational Geometry Algorithms Library (CGAL) [11] € uma biblioteca de soft-
ware que aglomera uma extensa colecc¢io de algoritmos do dominio da geometria computa-
cional. O desenvolvimento da biblioteca CGAL teve inicio em 1996 no seio de um consércio
formado por universidades e centros de investigacdo, tendo por objectivo a implementacdo de
algoritmos geométricos com especial atencdo a correccdo e eficiéncia. Desde entdo, a CGAL
tem sido actualizada frequentemente encontrando-se, em Fevereiro de 2013, na versdo 4.1.
Sao usados dois algoritmos desta biblioteca: 0 CGAL-triangulation e o CGAL-Delaunay.

O CGAL-triangulation constréi uma triangulacdo de pontos em 3D [7], sem impor qual-
quer restricdo geométrica, apenas garantindo a validade da triangulacdo resultante. O CGAL-
Delaunay constréi uma triangulag@o de pontos em 3D, garantindo as restri¢des de uma trian-
gulacdo de Delaunay. Note-se que, para este algoritmo em especial e por forma a maximizar
o desempenho, a construcdo foi iniciada com a inser¢do de um ponto adicional na origem,
necessario para evitar um nimero excessivo de testes de colinearidade de cinco pontos [10].
Ap6s a construgdo da triangulacéo, € extraido o invélucro-convexo que, para o caso de pon-
tos na superficie da esfera, coincide com a triangulacdo de Delaunay esférica. Ambos os
algoritmos seguem o método de construcdo incremental. Primeiro, os locais sdo ordenados
espacialmente, segundo a ordem induzida por uma curva de Hilbert em 3D. Depois, a locali-
zacdo do tridngulo onde € inserido o préximo local € feita por um passeio na triangulacdo, com
inicio no ultimo local inserido. A ordenacdo espacial garante que, em média, a localizacao
se faz por um passeio curto, crucial para a eficiéncia do algoritmo. A razdo da escolha destes
dois algoritmos deve-se as suas especificidades. O CGAL-triangulation foi seleccionado por
ser a op¢ao mais rdpida para a construcdo do invélucro-convexo. O CGAL-Delaunay foi se-
leccionado por ser o tnico que implementa uma estrutura de dados dinamica, apropriado para
a comparagio com os algoritmos de edicao.

Na biblioteca CGAL, os algoritmos sdo parametrizados com um “ntdcleo” geométrico
que permite, por exemplo, escolher entre uma implementacdo que privilegia a rapidez de
execucdo e uma implementacdo que privilegia a correccdo dos resultados. Para estes testes
foi escolhido o nicleo denominado de Exact_predicates_inexact_constructions_kernel, por
ser o mais usual neste contexto e por garantir, nos algoritmos seleccionados, a construgao

exacta do involucro-convexo. Com este nudcleo, os calculos sdo realizados com ndmeros em
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virgula flutuante, recorrendo a precisdo arbitraria, quando necessdario para garantir a exactiddao
dos resultados. A CGAL estd implementada na linguagem C++.

Ainda no ambito da biblioteca CGAL, é importante referir que o algoritmo incremental
de construcdo da triangulacdo de Delaunay no plano foi adaptado ao dominio esférico [10],
sendo reportado como mais rapido que o CGAL-Delaunay. No entanto, a implementacdo
ainda ndo estd disponivel na biblioteca CGAL.

A Qhull [5] é uma biblioteca que implementa o algoritmo guickhull de construcdo do
involucro-convexo em dimensao arbitraria [50, 4]. A primeira versdo data de 1993 tendo
sido, desde entdo, apenas actualizada para correc¢do de erros. A dltima versdo € a 2012.1 (de
2012). Este algoritmo implementa uma estratégia de divisdo e conquista, embora adicionando
um ponto de cada vez. Na inser¢do de um novo ponto, hd que determinar se este estd acima
ou se estd abaixo de uma face. Se um ponto estd acima de uma face, diz-se que estd em
em conflito com essa face. O ponto localiza-se no exterior do inv6lucro-convexo se estd em
conflito com uma ou mais faces. Caso contrario, localiza-se no interior do invélucro-convexo
(sendo descartado). Ao se adicionar um local, sdo removidas todas as faces com que este esta
em conflito, formando novas faces com as arestas que estdo na fronteira entre as faces que
estdo em conflito e as faces que ndo estdo em conflito. Os pontos associados as faces removi-
das sdo agora redistribuidos pelas faces recém criadas. Resta saber como sdo determinadas as
faces em conflito. O algoritmo quickhull comega por determinar os locais com maior e me-
nor coordenada segundo cada eixo, com os quais € construido o invélucro-convexo inicial. Os
restantes locais sdo associados a uma das faces com que estao em conflito (ou, se ndo estdo em
conflito com nenhuma face, descartados por pertencerem ao interior do invélucro-convexo).
Depois, para cada face com pelo menos um ponto em conflito, € seleccionado o ponto que lhe
estd mais distante e inserido no invélucro-convexo. Esta operacdo envolve percorrer as face
vizinhas da face inicial, para se determinar o conjunto de faces em conflito com o novo local
e as arestas com que se constroem as novas faces. O processo € iterado enquanto existirem
faces com pontos em conflito, isto €, locais por adicionar. No Qhull, os célculos sdo feitos
com aritmética de virgula flutuante (com precis@o dupla) o que pode conduzir a que um ponto
seja erradamente classificado como ponto interior ao invélucro-convexo. Para colmatar estes
casos, pontos em que ndo seja seguro pertencerem ao interior do invélucro-convexo, por esta-
rem muito préximos de uma face, sdo fundidos no que se denomina de faces espessas. Como
o objectivo € a obtencdo do diagrama de Voronoi esférico, foi activada a op¢do que forga a
triangulagdo adicional das faces espessas. O algoritmo Qhull estd codificado na linguagem C.

O Hull [16] implementa o algoritmo incremental de Clarkson e Shor para a construgcdo do
invélucro-convexo numa dimensao arbitrdria [17]. Este algoritmo segue uma estratégia seme-
lhante a do algoritmo quickhull, registando relacdes de conflito entre pontos e faces. S6 que,
neste caso, ¢ mantida uma estrutura de dados mais complexa, denominada de grafo de confli-
tos, onde cada ponto mantém uma lista de todas as faces com que estd em conflito e cada face
mantém uma lista de todos os pontos com que estd em conflito. Primeiro, sdo seleccionados
trés pontos ndo co-planares para construir o invélucro-convexo inicial e os restantes pontos

sdo adicionados por uma ordem aleatéria. Depois, na insercdo de um ponto, o grafo de con-
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Tabela 7.2: Média e desvio padrdo do consumo de memdria (em byfes) por local para os
algoritmos de construgao.

Conj.| algoritmo | CGAL CGAL | ohun Hull STRIPACK
dados| varrimento | Delaunay | Triangulacio

A | 1391 | 348+13 | 499+6 | 491+ 5 | 1237+ 111 | 111+4
E 13941 | 348+13 | 499+6 | 517443 | 1236+ 110 | 111+ 4
O | 13941 | 348413 | 50546 | 606+39 | 1271+ 100 | 111+4
P 13941 | 348+13 | 53147 | 6264 2 | 9567 1703 | 111+ 4

flitos identifica todas as faces a remover e, por acréscimo, cada face removida identifica todos
0s pontos a re-associar as novas faces. Apds a inser¢dao de um ponto, o grafo é actualizado e
o processo iterado até a exaustdo. Neste algoritmo, os calculos numéricos sdo feitos de forma
exacta, representando as coordenadas dos pontos por nimeros inteiros e recorrendo a rotinas
de precisdo arbitrdria [15]. Adicionalmente, € imposta uma representacio das coordenadas
por inteiros de 25 bits. Foi usada a versdo 1.0 (e tnica disponivel), datada de 1995. Reco-
nhecidamente, ndo € uma implementacdo optimizada para eficiéncia, mas interessante por ter
sido objecto de comparagdo habitual com outros algoritmos. O algoritmo esta codificado na
linguagem C.

O STRIPACK [52] implementa uma adaptacao a esfera do algoritmo incremental de cons-
trucdo da triangulacdo de Delaunay no plano (discutido na seccdo 3.2). Este algoritmo im-
plementa uma estratégia alternativa da procura do tridngulo que contém o préximo ponto a
inserir na triangulac@o (discutida na seccdo 3.2). Os trés primeiros locais formam um tri-
angulo esférico inicial. Os restantes locais sdo associados ao vértice do tridngulo que lhes
estd mais préximo. Nas inser¢des subsequentes, a procura do tridngulo inicial que contém o
ponto € feita pesquisando os tridngulos incidentes ao (conhecido) vértice mais proximo. Os
locais associados aos vértices modificados com a inser¢ao podem agora estar mais proximos
de outros vértices, pelo que sdo analisados e, se necessdrio, re-associados a um vértice recém
inserido. Inicialmente, este algoritmo foi codificado na linguagem FORTRAN 77, em 1993,
usando cdlculos numéricos com precisdo simples. Nestes testes, foi usada uma re-codificacdo
do c6digo inicial na linguagem Fortran 90,! datada de 2007, usando célculos numéricos com
precisdo dupla. O recurso a cdlculos com precisdo dupla mostrou-se imprescindivel para a
obtencdo de resultados correctos para a maioria dos conjuntos de dados.

Para cada algoritmo, foi medido o tempo de execug@o e o consumo de memoria na cons-
trucdo do diagrama de Voronoi (ou invélucro-convexo) para cada tipo de conjunto de pontos.
A Figura 7.3 apresenta o valor médio dos tempos de execucdo, normalizado pelo nimero de
pontos. As linhas a tracejado indicam os casos em que um algoritmo falhou em produzir o
involucro-convexo de todos os pontos, atribuindo alguns pontos ao seu interior. As execugdes
foram interrompidas assim que a meméria RAM disponivel foi esgotada, o que justifica algu-
mas linhas mais curtas. Os consumos de memoéria (normalizados por local), que nao variam
significativamente com o tamanho do conjunto de dados, sdo sumariados na Tabela 7.2.

'Disponivel em http://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/f_src/stripack/stripack.html.
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Figura 7.3: Tempos médios de execugdo para os algoritmos de construcio (para n locais). A
letra junto a cada curva identifica o algoritmo respectivo: S—algoritmo de varrimento, H-Hull,
Q—Quickhull, D-CGAL-Delaunay, T-CGAL-triangulation, P-STRIPACK.

O Hull é o mais lento de todos e 0 que consome mais memoria. O recuso a aritmética
de precisdo arbitraria parece penalizar o desempenho global do algoritmo. Para satisfazer os
requisitos, as coordenadas dos pontos foram convertidas para inteiros de 25-bits (descartando
colisdes de pontos surgidas apds a conversdo). Com excepcdo dos conjuntos A de menor
tamanho, este algoritmo falha em produzir um resultado correcto (ao ndo incluir todos os
pontos no resultado), que se deve ao limite imposto na precisdo das coordenadas. Adicional-
mente, o desempenho deste algoritmo decresce abruptamente com os conjuntos de dados P,
com um aumento de 200 vezes nos tempos de execugdo (ndo apresentados no grafico) e com
um aumento de seis vezes no consumo de memoria.

O STRIPACK apresenta um tempo de execucdo atipico. Comparativamente aos outros
algoritmos, € rdpido para conjuntos de pontos pequenos mas fica muito mais lento com o
aumento do ndmero de pontos. A justificacdo mais provavel para o aumento de custo com o
nimero de pontos deve-se a re-associacdo de locais por novos vértices, apds cada insercao.
Até que seja inserido na triangulagdo, um local € associado a vdrios vértices, numa sucessao
que se aproxima monotonamente do préprio local. Porém, € de esperar que os primeiros vér-
tices desta sucessdo estejam distantes do que serd o vértice mais préximo do local respectivo,
penalizando fortemente o custo de cada inser¢do. Nos conjuntos de dados P, foram medidos
tempos de execugdo cerca de 25 vezes superiores aos tempos com os restantes conjuntos de
dados (ndo apresentados no gréfico). Como os dados P estdo ordenados segundo os percursos
dos navios, um local recém inserido tem uma forte probabilidade de passar a ser o vértice mais
préoximo de muitos locais ainda nao inseridos, causando uma avalanche de re-associacdes em
cada inser¢do. Adicionalmente, foram obtidos resultados incorrectos com os conjuntos de
dados P superiores a 10 pontos. Relativamente ao consumo de meméria, este algoritmo é o

que apresenta o menor custo, consequéncia da simplicidade da estratégia de procura.
O Qhull beneficia da eficiéncia da estratégia de divisdo e conquista do algoritmo quickhull,

auxiliado pelo recurso a faces espessas. Nos testes efectuados, verificou-se que o0 mecanismo
das faces espessas (e posterior triangulacdo) maximiza o nimero de casos em que se obtém
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um resultado correcto. Porém, quando este passo adicional é despoletado, observa-se uma
duplicacdo dos tempos de execugdo (aproximadamente), o que justifica alguns dos maximos
locais nos conjuntos A e E. Com os conjuntos mais exigentes (O e P), o Qhull quase nao
consegue produzir um resultado correcto, ao excluir pontos do invélucro-convexo resultante.
As maiores dificuldades sdo reportadas no conjunto P, em que s@o descartados cerca de duas
ordens de grandeza mais pontos para o interior do invélucro-convexo e geradas faces duas
vezes mais espessas que com os conjuntos O, o que justifica as diferencas em tempos de
execug¢do (e em correc¢do, para os conjuntos mais pequenos). Claramente, a falha na geragao
de um resultado correcto deve-se a limitagdo do calculo de primitivas numéricas com precisdao
fixa e a ineficdcia do mecanismo de faces espessas em resolver os casos mais exigentes.

No que respeita a biblioteca CGAL, observa-se que os tempos de execu¢do do CGAL-
Delaunay sdo sempre superiores aos do CGAL-triangulation, sendo as diferengas notdrias
para os conjuntos de dados O e P. Dada a semelhanca entre estes dois algoritmos, a diferencga
de desempenho s6 pode ser justificada pela diferenga na inser¢dao de um ponto na triangula-
¢do, com maior custo na CGAL-Delaunay. Em particular, nos resultados com os conjuntos de
dados O, observa-se uma crescente penalizacao no desempenho a medida que, com o aumento
do nimero de pontos, estes conjuntos de dados se assemelham aos conjuntos de dados P. Es-
tes resultados também mostram como uma forte ndo-uniformidade na distribui¢do dos pontos
condiciona o desempenho de um algoritmo baseado numa estratégia de construgcdo incremen-
tal. Por outro lado, o algoritmo CGAL-triangulation ndo exibe nenhuma varia¢do aprecidvel
com a distribuicdo espacial dos pontos. Relativamente ao consumo de memdria tem-se o
inverso, com 0 CGAL-triangulation a ultrapassar sempre o CGAL-Delaunay.

O algoritmo de varrimento mostrou-se imbativel no desempenho temporal e com um de-
sempenho espacial muito préximo do melhor. Apesar da extrema nao-uniformidade dos con-
juntos de dados P e dos maiores conjuntos de dados O causar um aumento do nimero de falsos
eventos, os tempos de execugdo apenas registam um ligeiro aumento, sem qualquer impacto
no consumo de memoria. Em particular, a implementagdo da frente de onda por uma 4rvore
bindria equilibrada parece adaptar-se eficazmente as especificidades da distribuicdo espacial
dos conjuntos de pontos. O baixo consumo de memoria também se deve as propriedades do
método do varrimento, ao manipular, em simultdneo, apenas uma fraccdo do diagrama.

A construgdo do diagrama de Voronoi esférico por intermédio da constru¢do de um invélucro-
convexo revelou duas dificuldades: € sensivel a precisdo usada na representacdo das coorde-
nadas dos pontos (como se observou com os resultados do algoritmo Hull) e requer uma
implementagdo com primitivas geométricas exactas (como se observou com os resultados do
algoritmo Qhull).

Por outro lado, a variabilidade nos tempos de acesso a memdria causadas pela memoria
cache favorecem as implementagdes que apresentam um padrio de acessos localizados. E
o que acontece com os algoritmos CGAL-triangulation e CGAL-Delaunay (com a estratégia
de insercdo ao longo de uma curva de Hilbert) e também com o algoritmo de varrimento (ao
manipular apenas a parte do diagrama em torno da frente de onda), o que justifica parte do
bom desempenho destes algoritmos.
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Figura 7.4: Tempos médios de execucao por local para os algoritmos de edi¢@o (para n locais).
Si e Sr indicam os algoritmos por varrimento esférico de inser¢do e remog¢do, enquanto que
Ci e Cr indicam os algoritmos CGAL de insercao e remocao.

Concluindo, estes testes experimentais mostram que o algoritmo de varrimento € a escolha
preferencial para a constru¢@o do diagrama de Voronoi esférico.

7.5 Comparacao dos algoritmos de edi¢ao

Os algoritmos de insercdo e remog¢ao foram comparados com os algoritmos equivalentes da
biblioteca CGAL, tanto no plano como na esfera. Mais especificamente, foi usada a triangu-
lac@o de Delaunay, tanto em 2D como em 3D. Em 2D, porque € a estrutura dual do diagrama
de Voronoi. Em 3D, porque € a tinica estrutura dindmica de constru¢do do invélucro-convexo
desta biblioteca, permitindo operacdes de remocao e insercao de locais.

O teste experimental de um algoritmo de inser¢do com um conjunto de dados consistiu na
construcdo do diagrama de Voronoi ou da triangulagdo de Delaunay correspondente, inserindo
os locais sucessivamente por uma ordem pré-determinada (resultante de uma permutacdo
arbitraria). Depois de construido o diagrama ou a triangulag¢do do conjunto de dados, o teste
experimental de um algoritmo de remocdo consistiu na remog¢do de todos os locais, um a
um, respeitando a ordem de uma outra permutacio dos locais. Pode-se considerar que uma
operacdo de insercdo € composta por duas fases distintas: primeiro a procura da regido a
modificar, seguida da inserc¢do efectiva (modificando a regido). Nos testes experimentais,
apenas foram medidos os tempos de execucdo da actualizagdo. Nas remocdes, os locais sdo
acedidos directamente.

Vamos primeiro analisar os resultados obtidos no dominio esférico. A Figura 7.4 apre-
senta os tempos de execu¢cdo médios, por local, dos dois algoritmos de insercdo e dos dois
algoritmos de remocdo. Observa-se que todos os algoritmos ficam mais lentos quando o nud-
mero de locais aumenta, justificado pela limitada capacidade da memdria cache, o que reduz
a respectiva taxa de acertos. De resto, existe uma diferenca notavel entre os dois tipos de
algoritmos, uma vez que os tempos de execuc¢ao dos algoritmos da CGAL sdo muito maiores
que os dos algoritmos de varrimento. Sao apontadas duas razdes para este facto: a CGAL
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Tabela 7.3: Tempos de execucdo relativos para os algoritmos de edig@o.

algoritmo insercao remocao
varrimento esférico Ix 1x
varrimento planar 1.01 £ 0.04 | 0.77 £ 0.03
CGAL Delaunay (2D) | 1.06 £ 0.02 | 0.73 & 0.01

mantém uma estrutura de dados tridimensional e a remog¢ao (cujo desempenho € fraco) segue
uma estratégia de remendar o buraco criado pela remoc¢ao de um local colando, no seu lugar, a
triangulacdo construida com os vizinhos do local removido. Observa-se também que o desem-
penho da CGAL ¢ bastante influenciado pela distribui¢do espacial dos dados, enquanto que
os algoritmos de varrimento exibem uma sensibilidade minima a ndo-uniformidade espacial.

Em relacdo ao consumo de memoria, ndo hd nada de significativo a relatar. Todos os
algoritmos fazem uso de uma estrutura de dados cujo tamanho ¢é limitado pelo nimero de
locais vizinhos do local a ser inserido ou removido.

Foram também medidos os tempos de execucdo no plano. Nomeadamente, os dos al-
goritmos da CGAL para editar a triangulagdo de Delaunay planar e os dos algoritmos de
varrimento para editar o diagrama de Voronoi planar. Recorde-se que os algoritmos de varri-
mento no plano sdo idénticos aos equivalentes que operam na esfera, excepto na necessidade
de contemplar regides de Voronoi ilimitadas. Todos estes algoritmos foram executados com
os mesmos conjuntos de dados A da sec¢do 7.1. Também se observou que os tempos de
execucdo relativos (normalizados pelo niimero de locais) ndo variam significativamente. Por
este motivo, a Tabela 7.3 apresenta apenas o tempo médio e o desvio padrdao dos tempos de
execucdo, relativamente ao tempo médio de execug¢do de uma edi¢do com o algoritmo de
varrimento na esfera (executado igualmente com dados em posi¢des aleatdrias).

No geral, observa-se que no plano os algoritmos de varrimento e os algoritmos da CGAL
tém um desempenho semelhante. Além do mais, o custo de inser¢do no plano € idéntico ao
da esfera. Por outro lado, o custo de remocao € maior na esfera, consequéncia do maior custo
do célculo de prioridades.
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Capitulo 8
Reducao de um catalogo

Na primeira parte deste trabalho foram analisados em detalhe algoritmos para construcio e
edicdo do diagrama de Voronoi de pontos na superficie da esfera. Nesta segunda parte, estes
algoritmos sdo postos a prova como pecas fundamentais de um algoritmo de reducdo de um
catdlogo de estrelas, com o objectivo de uniformizar a densidade de estrelas por todo catilogo.

O problema da redu¢@o de um catdlogo de estrelas surge no dominio da orienta¢do de uma
nave espacial pelas estrelas. As técnicas de navegacdo espacial procuram conhecer, ao longo
do tempo, a posicado e a orientacdo de uma nave. A orientacdo de uma nave, designada por
atitude, define a orientacdo de um referencial da nave em relacdo a um referencial externo a
nave. Com a notavel excep¢ao do Sol, as estrelas estdo tdo distantes que apresentam sempre a
mesma orientacdo, qualquer que seja a posicdo da nave espacial no Sistema Solar. Logo, uma
forma de determinar a atitude € pelo mapeamento de uma imagem de um campo de estrelas,
adquirida pela nave, num catdlogo de estrelas.

O procedimento de determinagdo da atitude é conceptualmente simples [26, 27]. Adquire-
se uma imagem de uma parte restrita da esfera celeste, localizam-se as estrelas na imagem,
que formam um padrao, e identifica-se o padrdo num catdlogo. O mapeamento entre as po-
sicdes na imagem e as posi¢cdes na esfera, dadas pelo catalogo, permite determinar a atitude
da nave. O processo estd ilustrado na Figura 8.1. Este método exige que seja observado, em
simultineo, um minimo de trés estrelas.

campo de visdao catdlogo de estrelas

Figura 8.1: Determinacgdo da atitude de uma nave por mapeamento de estrelas.
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Um problema na implementagdo deste método € a dificuldade em armazenar um catdlogo
de estrelas completo a bordo de uma nave. Seja campo de visdo um recorte da esfera celeste
com forma circular (tal como observado por um telescépio). Por um lado, a exactiddo na
determinacdo da atitude € tanto maior quanto menor for o campo de visdo observado. Porém,
um menor campo de visdo requer um maior nimero de estrelas, ou seja, um catdlogo mais vo-
lumoso. Por outro lado, as naves espaciais sdo equipadas com recursos computacionais muito
limitados, tanto em capacidade de cdlculo como de armazenamento. Consequentemente, 0
espaco para guardar um catdlogo € reduzido. Logo, a exequibilidade da utilizacdo deste mé-
todo depende da possibilidade de se diminuir o espaco ocupado por um catdlogo de estrelas,
sem comprometer 0 mapeamento.

A solucdo passa por reduzir um catalogo, removendo estrelas que ndo sejam absoluta-
mente necessdrias para a determinagdo da atitude. Como se observou atrds, apenas se exige
um mapeamento minimo de trés estrelas. Logo, o mapeamento pode fazer-se com um caté-
logo equivalente que contenha, para qualquer regido restrita da esfera celeste, centrada numa
posicdo arbitrdria, apenas as trés estrelas mais intensas. Ou seja, a reducdo de um catdlogo
faz-se eliminando estrelas em zonas de densidade elevada que, por estarem préximas de es-
trelas mais intensas, ndo sdo absolutamente imprescindiveis para a determinacdo da atitude
da nave.

A remocao selectiva de estrelas permite construir um catalogo de estrelas que preenche
toda a esfera celeste a0 mesmo tempo de ocupa pouca memoria. De facto, a distribui¢do de
estrelas na esfera celeste é pouco uniforme, com zonas muito densas ao longo do plano da
galdxia e zonas pouco densas junto dos pélos. O que se propde € uniformizar a distribui¢io de
estrelas na esfera, de modo a que o nimero de estrelas num campo de visdo de didmetro fixo

seja aproximadamente constante, numa operagdo que se denomina de redugdo de catdlogo.

8.1 Algoritmo de reducao

Nesta seccdo é proposto e analisado em detalhe um algoritmo de redugo de catdlogos de es-
trelas. O objectivo € desenvolver um algoritmo de reducio que, dado um catdlogo de estrelas
inicial, produza um catdlogo em que o nimero estrelas em recortes circulares, de didmetro
fixo, é aproximadamente constante, qualquer que seja a posicdo da esfera onde é feito o re-
corte. Quer-se também que o algoritmo de reducgéo retenha, tanto quanto possivel, as estrelas
mais brilhantes do catdlogo inicial. Um catdlogo de estrelas, ao representar a esfera celeste,
apresenta diferentes densidades de estrelas, consoante a regido em andlise. Um catdlogo re-
duzido deverd apresentar uma distribuicdo de estrelas aproximadamente uniforme.

O catdlogo inicial escolhido € o catdlogo de estrelas UCAC4, ja utilizado no capitulo 7 e
que, recorde-se, contém aproximadamente 114 x 10° estrelas, estando completo até 4 mag-

nitude 16.! Também aqui se restringiu o catdlogo ao subconjunto das 21 x 10° estrelas mais

'Magnitude de uma estrela é uma medida da sua intensidade luminosa. E definida por uma escala
logaritmica que atribui valores tanto maiores quanto menor for a intensidade de uma estrela.
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Figura 8.2: Catdlogo UCAC4 em projeccdo de Hammer. O plano da galdxia estd alinhado
com a zona mais densa.

intensas, por forma a garantir que a reducdo se processa inteiramente nos 4GB de memoria
RAM disponiveis na plataforma de teste. A Figura 8.2 ilustra este catidlogo em projec¢do
de Hammer. Daqui em diante, UCAC4 designa somente o sub-conjunto referido. A densi-
dade de estrelas média do UCAC4 varia com a declinagdo, apresentando densidades médias
de 110estrelas/grau? nos pélos da galdxia e 1100 estrelas/grau? no plano da galdxia. As
regides mais densas apresentam valores superiores a 9000 estrelas/grau?.

A determinacdo da atitude de uma nave € feita por um método de minimos quadrados [57],
mapeando as estrelas identificadas numa imagem com as estrelas correspondentes no caté-
logo. O método exige um minimo absoluto de trés estrelas. No entanto, por se tratar de um
problema de aproximacdo, hd vantagem em mapear mais estrelas por forma a reduzir o erro
da estimativa da atitude. Dada a variabilidade de densidades de estrelas no catilogo UCACH4,
também ndo € razodvel exigir que a reducdo produza um ndmero de estrelas constante no
campo de visdo. Uma estrela a mais num campo de visdo pode ser indispensavel para garantir
um minimo de trés estrelas num campo de visdo préximo. Pelos motivos apresentados, o
requisito do nimero de estrelas alvo no campo de visdo € redefinido para o intervalo com-
preendido entre 3 a 9 estrelas. Os limites deste intervalo ndo derivam de nenhum critério
adicional, sendo apenas valores considerados razodveis, correspondendo o limite superior ao
triplo do limite inferior.

O didmetro do campo de visdo depende dos constrangimentos da aplicag@o. Tipicamente,
corresponde ao campo de visdo da dptica que adquire as imagens das estrelas. Sem nenhum
requisito imposto, optou-se por experimentar o algoritmo de reducdo para dois campos de
vis@o: 15 arcmin e 30 arcmin. No final, serdo obtidos dois catdlogos reduzidos, um para cada
valor de didmetro. Desta forma, avaliar-se-4 o desempenho dos catidlogos reduzidos em dois
cendrios alvo distintos.
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O algoritmo de reducdo baseia-se em diagramas de Voronoi de posi¢des de estrelas. Por
este motivo, e consoante o que for mais apropriado no contexto envolvente, a posicdo de
uma estrela na esfera celeste € denominada indistintamente por estrela, local ou ponto. Pelo
mesmo motivo, usam-se também as seguintes simplificagdes: um recorte do catdlogo, que
tem sempre a forma circular, ¢ denominado simplesmente por recorte; € os pontos de um
recorte sdo as estrelas do catdlogo contidas no circulo de recorte.

O desenho do algoritmo de redugdo é consequéncia directa do objectivo pretendido: um
catdlogo reduzido deve conter um ndmero aproximadamente constante de estrelas no campo
de visdo. Para isso, o algoritmo de reducdo deve remover do catdlogo de trabalho estrelas que
estejam circundadas, com relativa proximidade, por outras estrelas. Ou seja, se as distdncias
de uma estrela as suas vizinhas sdo pequenas relativamente ao didmetro do campo de visao
entdo a remogdo dessa estrela deve aproximar o catidlogo do resultado pretendido. Esta ob-
servagdo pode ser enunciada de uma forma alternativa: se um recorte centrado numa estrela
contém mais estrelas que um limite (a definir), entdo a remog¢do dessa estrelas ndo deve com-
prometer o mapeamento. Esta condi¢do, embora atraente pela simplicidade, ndo € suficiente
para uma reducdo eficaz. Na andlise de uma estrela, as estrelas que lhe estdo mais préximas
podem estar todas agrupadas a um canto do campo de visdo e, nesse caso, a estrela ndo deve
ser removida, uma vez que € imprescindivel para a regido que a circunda. Para se definir um
critério de remocgao, precisa-se de uma medida da distribuicdo das estrelas em torno de um
ponto, que condense a vizinhanga de uma estrela em todas as direc¢des, o que é facilmente
obtido com um diagrama de Voronoi.

A regido de Voronoi de uma estrela permite definir uma medida da densidade local das
estrelas num catdlogo. Se as estrelas vizinhas de uma estrela se distribuem uniformemente em
seu redor e estdo relativamente proximas, entdo a drea do poligono de Voronoi terd um valor
relativamente pequeno. Se as estrelas vizinhas estdo afastadas ou distribuidas de uma forma
assimétrica, a drea do poligono de Voronoi terd um valor relativamente grande. Portanto, a
andlise de uma estrela pelo valor da drea do respectivo poligono conduz a um critério simples
para o algoritmo de remog¢ao: uma estrela deve ser removida se a drea do poligono de Voronoi
respectivo € inferior a um limiar pré-definido.

O Algoritmo 7 descreve o algoritmo de reducdo proposto. E uma aplicacio directa do
critério atrds enunciado. As estrelas sdo analisadas por ordem crescente de brilho. Para isso,
¢ feita uma ordenacgdo indexada das estrelas por ordem decrescente de magnitude (linha 1).
O diagrama de todo o catdlogo é construido na linha 3. Depois, cada estrela é analisada por
ordem (linhas 4-12). E calculada a drea da respectiva regido de Voronoi (linha 6) que é com-
parada com um limiar fixo (linha 7). Se a area € inferior ao limiar, entdo a estrela € removida
do diagrama (linha 8, aumentando as regides vizinhas); sendo, a estrela é adicionada ao caté-
logo reduzido (linha 10). O célculo da 4rea de um poligono esférico encontra-se descrito no
apéndice A.

Pode-se imaginar o algoritmo de redu¢do como um filtro que remove mais estrelas das
regides mais densas, deixando quase intactas as regides menos densas. A “intensidade” do
filtro depende directamente do limiar de drea: quanto maior for o valor do limiar, menor o
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Algoritmo 7 Reducao de um catdlogo de estrelas C, com um limiar o.

1: vector: P < ordenacdo(C) {Por ordem decrescente de magnitude. }
2: vector: R < (J {Estrelas do catdlogo reduzido.}
3: diagrama: V < constru¢do_do_diagrama(C)

4: parai del até |C|fazer

5. <« PJi]

6: a < V.area_da_regiao(j)

7 se a < o entao

8 V.remover_local()

9

senao
10: R .inserir(/)
11: fim
12: fim

13: retorna R

S = N W ks LN D 0O O

%

01234567809101112131415161718
Area da regido
(arcmin-equiv)

Figura 8.3: Histograma de 4reas do catilogo UCAC4. A drea média é de 3.0 arcmin-
equiv, tendo o maior poligono uma drea de 17.19 arcmin-equiv e 0 menor uma drea de
0.06 arcmin-equiv.

numero de estrelas removidas. O resultado devera ser um catdlogo de estrelas com uma dis-
tribui¢do aproximadamente uniforme. Note-se que o filtro s6 opera no sentido de remogdo
de estrelas. Se uma regidao do catdlogo de trabalho apresenta uma densidade baixa (relativa-
mente ao limiar de drea) entdo € de esperar que essa baixa densidade se mantenha no catdlogo
reduzido.

O algoritmo de reducdo € controlado por um tnico pardmetro: o limiar de drea. Variando
este parametro obtém-se catdlogos reduzidos com diferentes desempenhos. No entanto, ndo é
imediata uma relacdo entre o limiar de drea e o desempenho que o catidlogo reduzido terd (para
um dado campo de visdo). Por este motivo, a determinacdo do melhor catdlogo reduzido é
feita por uma procura exaustiva. E construido um conjunto de catilogos reduzidos, para
uma gama de valores de limiar de drea, escolhendo o que apresenta melhor desempenho
para um dado campo de vis@o alvo. Na seccao seguinte é descrito o método de medicdo do
desempenho de um catdlogo.

Esta sec¢do termina com uma caracterizacio do catdlogo UCAC4. A Figura 8.3 apresenta
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o histograma das édreas dos poligonos de Voronoi, ou simplesmente o histograma das dreas,
das estrelas do catilogo UCAC4. No histograma, as dreas sdo indicadas por uma medida
alternativa, designada por arcmin-equiv, definida para simplificar a comparacdo entre areas
de poligonos e dreas de campos de visdo. Uma drea de d arcmin-equiv equivale a drea de
um circulo na superficie da esfera unitdria com d arcmin de didmetro. O histograma de areas
servird para guiar a escolha de limiares de 4rea na execug¢ao do algoritmo de reducdo.

8.2 Medicao do desempenho de um catalogo

O desempenho de um catdlogo serd tanto melhor quanto maior for a parte da esfera em que
um recorte produza um nimero de estrelas compativel com os requisitos (3 a 9 estrelas no
campo de visdo). Logo, o desempenho pode ser medido contando o niimero de estrelas em
recortes feitos em todas as posicdes da esfera. Mais exactamente, o desempenho 7, de um
catalogo para o diametro d € dado pelo integral duplo:

1 27w +j
na = ;- / cos(p) Tu(p,A)dodA, (8.1)
T Jo _

%
onde (¢, A) é uma posi¢do na esfera em coordenadas (latitude, longitude) e 7, € a funcg@o:

1 se#Rgz(p,A) €[3,9]
Ta(p.A) = - , (8.2)
0 caso contrario

em que #R4 (¢, A) é o nimero de estrelas num recorte de didmetro d centrado em (¢, A). O
valor de n; € [0, 1] representa a soma da area (normalizada) das regides da esfera que satis-
fazem o requisito indicado. E calculado por um integral duplo que ndo aceita uma integragio
analitica. No entanto, € fécil obter uma estimativa de 5 pelo método de Monte Carlo [51].
Usando a técnica de acerta ou falha, o valor de ngz é estimado por amostragem da fungdo
Ti(¢,A) em N pontos de todo o dominio. Seja g dado por:

N
1
Ha =+ > Talpi Ao, (8.3)

i=1

onde (¢j, Ai), comi = 1,..., N, é uma sequéncia de posicdes aleatdrias na superficie da
esfera, segundo uma distribuicdo uniforme. A estimativa de n; é dada por:

Nd = a £ —=, (8.4)
v N
sendo o segundo termo uma estimativa do erro de 7).
Na Tabela 8.1 sdo apresentadas as medidas de desempenho do catdlogo UCACA4, para os

dois valores do campo de visao considerados: 15 e 30 arcmin e, para comparagdo, 67.7 arcmin
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campo de visdo numero de estrelas nimero médio estrelas | desempenho
zonas plano do em percent.
(arcmin) min. | med. | max. polares equador u (£0.1%)
15 0 25 1718 5 58 31.0 %
30 2 100 3114 21 234 < 01%
67.7 52 509 9096 110 1190 —

Tabela 8.1: Densidades de estrelas e desempenho do catdlogo UCAC4 para védrios campos
de visdo. Zonas polares e plano do equador referem-se aos pélos e ao equador da galéxia,
respectivamente.
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a) 15 arcmin b) 30 arcmin

Figura 8.4: Histogramas de desempenho do catdlogo UCAC4, para os dois campos de visao.

= 1 grau?. Foram obtidas pelo método de Monte Carlo, a partir de um total de 10® amostras.
Observa-se que o desempenho piora com o aumento do didmetro do campo de visdo, tendo o
catdlogo UCAC4 melhor desempenho para 15 arcmin.

Um modo mais ilustrativo de medir o desempenho € com o histograma dos niimeros de
estrelas no campo de visdo, designado por histograma de desempenho, tal como € apresentado
na Figura 8.4. Este histograma apresenta o nimero de amostras obtidas para cada niimero de
estrelas (por recorte). A medida de desempenho (em percentagem) corresponde ao somatorio
das colunas do histograma entre 3 e 9 estrelas (assinaladas na figura por linhas a tracejado).
Ambos os histogramas foram truncados para recortes com contagens superiores a 100 estrelas,
para realcar a visualizagdo da parte mais interessante (a parte com menores contagens de
estrelas).

O algoritmo de reducgdo, ao remover estrelas do catdlogo, ird modificar os histogramas de
desempenho, deslocando-os para a esquerda. Se bem sucedido, o algoritmo de reducdo deve
eliminar a parte do histograma superior a 9 estrelas, aumentando apenas a parte entre 3 e 9.
Um “excesso” de reducdo revelar-se-4 por um aumento do histograma entre 0 e 2 estrelas.
Observa-se que, para o campo de visdo de 15 arcmin, hd uma parte significativa em que o
campo de visdo contém menos de 3 estrelas. Portanto, para este campo de visdo, ndo serd

possivel obter um desempenho de cerca de 100%.

O algoritmo de redugdo depende, essencialmente, de duas operacdes: a construcdo do
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diagrama de Voronoi esférico e a remoc¢ao de um local de um diagrama, ambas desenvolvidas
em capitulos anteriores. Para a medi¢do do desempenho, é necessario operar um elevado
ntimero de recortes circulares (10%), num catidlogo com um elevado niimero de estrelas (~~
107). O elevado volume de dados e operacdes dificulta qualquer tentativa de solu¢do pelo
método de forca bruta. Logo, a op¢do foi suportar a operagdo de recorte com uma estrutura
de dados, tendo a escolha recaido na hierarquia de Voronoi.



Capitulo 9
Recortes na esfera

Neste capitulo é apresentada a hierarquia de Voronoi, uma estrutura de dados que possibilita
pesquisas de localizagdo em conjuntos de pontos e, em particular, possibilita operacdes de
recorte em conjuntos de pontos. Na seccdo 9.1 € apresentada a hierarquia de Voronoi em
detalhe, enquanto que na sec¢do 9.2 € mostrado como a hierarquia pode ser aumentada para
suportar as operagdes de recorte.

9.1 Hierarquia de Voronoi

A hierarquia de Voronoi é uma estrutura de dados desenhada para responder eficientemente a
pesquisas de localizacdo [23, 36]. Dado um conjunto de locais s; € S, comi = 1...n,eum
ponto de pesquisa p, a hierarquia de Voronoi permite identificar o local s; mais proximo de
D.

A 1ideia subjacente ao algoritmo de pesquisa € a de passeio num diagrama. Dado um local
arbitrario num diagrama, designado por local de partida, é possivel definir uma sequéncia
de locais em que cada elemento da sequéncia estd mais préximo do ponto de pesquisa que o
local anterior. O processo de identificagdo da sequéncia de locais denomina-se por passeio
num diagrama, que termina quando se encontra o local pretendido. Este tltimo passo equivale
a encontrar o local cuja regido de Voronoi contém o ponto de pesquisa.

Considere-se um local de partida arbitrario s; e um ponto de pesquisa p, tal como ilus-
trado na Figura 9.1. O passeio de s a p define uma sequéncia de locais s1, $2, ..., Sk. Esta
sequéncia € obtida determinando um local s;4+; mais préximo de p que o local anterior s;,
calculando as distancias entre p e todos os vizinhos de s; (com excepgdo de s;_1, parai > 1).
O passeio termina quando todos os vizinhos do local s; distam mais de p que ele proprio.

O Algoritmo 8 sintetiza o passeio num diagrama. Inicialmente, é calculada a distancia
do ponto de partida s; a posi¢ao final (linha 1). Depois, em cada iteracdo, é determinado se
algum dos vizinhos do local corrente estd mais perto de p que o local corrente s; (linhas 6—
13), continuando o passeio no vizinho de s mais proximo de p. O processo € iterado (linhas

4-14) até que nenhum local vizinho diste menos de p que o local corrente sy.

115
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Figura 9.1: Sequéncia de locais de um passeio num diagrama de Voronoi.

Algoritmo 8 Passeio num diagrama de Voronoi V' que, comecando em s;, identifica o
local sx mais proximo do ponto p.

namero: d < dist(s;, p)
inteiro: k < i
: booleano: ¢ < verdade
enquanto ¢ = verdade fazer
¢ < falso
para j € vizinhos(V, k) fazer
e < dist(s;, p)
se e < d entao
d e
k<« j {Indice de um local mais préximo de p}
¢ < verdade {Continuar o passeio}
fim
fim
: fim
: devolver k {Indice do local mais préximo de p}

D A AN~ S s

— e e
A T

O custo de uma pesquisa € (praticamente) proporcional ao comprimento do passeio, que €
igual ao nimero de arestas intersectadas pelo segmento de recta (ou, na esfera, pelo segmento
de circulo mdximo) que une s; e p (ver Figura 9.1), e que facilmente se prova ter, em média,
complexidade O(/n) [25]. Este resultado indica que o passeio é uma operagio eficiente, mas
ndo Optima, de localizag¢@o espacial num diagrama. De facto, numa 4rvore-kd, por exemplo,
a pesquisa espacial tem um custo O(logn) [20]. No entanto, uma arvore-kd ndo se adapta

facilmente ao dominio esférico, o que justifica o recurso a hierarquia de Voronoi.

A baixa eficiéncia deste algoritmo reside na forma como se processa um passeio. O custo
de um passeio € repartido equitativamente ao longo do seu percurso. O que significa que, para
n > 1, a maior parte do custo de uma localizacdo ocorre longe do local de pesquisa. A Fi-
gura 9.2 exemplifica um caso destes: o passeio tem inicio no canto superior esquerdo, execu-
tando um total de 57 passos, com passos de comprimento aproximadamente constante. Uma
reformulacdo do conceito de passeio consegue superar esta desvantagem. Se a posicdo inicial

estd longe do objectivo, é preferivel fazer um passeio a uma escala maior, aproximando-se do
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.3: Hierarquia de Voronoi.

117

local pretendido com passos mais largos, encurtando os passos a medida que o percurso se

aproxima do objectivo. E aqui que entra a estrutura em hierarquia.

A hierarquia de Voronoi implementa a ideia de um passeio com passos de tamanho varid-

vel [23, 36]. Uma hierarquia é composta por varias camadas, conceptualmente sobrepostas,

em que cada camada € formada por uma seleccdo dos pontos da camada inferior. A camada 0,

também denominada por base, é a camada mais baixa e contém todos os n locais. A camada

1 contém um subconjunto de n; = |n/« | locais da camada 0, seleccionados aleatoriamente,

onde « (> 2) € um parametro denominado por factor de ramificacdo. As restantes camadas

sdo obtidas pelo mesmo processo, preenchendo a camada k com uma selec¢do aleatdria de

|nr—1/a] locais da camada inferior, até se atingir a camada de fopo, m, com um nimero

de locais n,, < . A construcio de cada camada é completada construindo o diagrama de

Voronoi Vj respectivo. Os locais seleccionados na construcdo da hierarquia, que preenchem

todas as camadas com excepg¢do da base, denominam-se igualmente por nds de uma camada.

As varias camadas estdo associadas entre si, ligando os nés de cada camada aos nos

respectivos da camada inferior. Esta ligacdo € feita de cima para baixo, no sentido inverso

ao da seleccdo de nds na construg¢do da hierarquia. A Figura 9.3 ilustra uma hierarquia de
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Figura 9.4: Pesquisa na hierarquia de Voronoi (12 passos).

Voronoi com trés camadas (desenhados em sobreposi¢@o), para o mesmo conjunto de pontos
da Figura 9.2. No desenho, o didmetro de cada ponto varia com as camadas a que pertence:
os de maior diametro sdo os n6s da camada de topo e os de menor didmetro pertencem apenas
a camada de base.

A estrutura em hierarquia permite solucionar, de uma forma elegante, o problema do pas-
seio demasiado longo quando executado num sé diagrama de Voronoi. Agora, uma procura é
realizada percorrendo a hierarquia camada a camada, do topo para a base.

Comegando num né arbitrdrio, percorre-se a camada de topo até se encontrar o né (do
topo) mais préximo do né de pesquisa. Encontrado esse nd, desce-se para a camada inferior,
seguindo a ligac@o entre camadas. A procura recomeca nesta camada, executando um segundo
passeio até ao né mais préximo do ponto de pesquisa (nesta camada). O processo € iterado até
se chegar a base, onde é encontrado o local pretendido. Na Figura 9.4 € repetida a operagdo de
pesquisa ilustrada na Figura 9.2, agora numa hierarquia de trés camadas. Os circulos indicam
descidas de camada ao longo do passeio. Observe-se como o nimero de passos foi reduzido
de 57 para 12, agora com passos de tamanho varidvel.

Intuitivamente, a procura na hierarquia ganha eficiéncia dando passos maiores nas cama-
das superiores, enquanto o passeio se faz longe do ponto de pesquisa, e reduzindo o passo a
medida que se desce na hierarquia, quando o passeio se aproxima do objectivo. Deste modo,
o custo fica repartido por pequenos passeios nas varias camadas.

A hierarquia de Voronoi € conceptualmente simples e facil de construir. A seleccdo de
n6s de cada camada € obtida escolhendo nj locais de uma permutacdo aleatéria dos locais
da camada inferior. As propriedades da hierarquia decorrem deste processo de selecgdo.
Nomeadamente:

e o numero de camadas da hierarquia € igual a m + 1, sendo o indice da camada de topo
m =1+ [log, QLHJ,comn >a(em > 0);

e se um no estd presente na camada k, entdo também estd presente em todas as camadas
inferiores a k;
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Figura 9.5: Zona de influéncia de um né numa hierarquia de Voronoi. A parte a sombreado é
a zona de influéncia do n6 da regido central.

e a distribuicdo espacial de n6s numa dada camada replica a distribuicdo espacial dos
locais da camada inferior, embora numa escala mais larga;

e 0 nimero de pontos de uma camada que estdo mais proximos de cada né da camada
acima €, em média, de «.

A ultima propriedade condiciona o comprimento médio de um passeio numa camada
(diferente da do topo). Seja s um n6 da camada k e V(s) a respectiva regido de Voronoi.
A zona de influéncia do n6 s é dada pela unido de todas as regides de Voronoi na camada
k — 1 intersectadas ou contidas em V(s) (ver Figura 9.5). Como o nimero médio de locais
da camada k — 1 contidos em V' (s) € de «, entdo o comprimento de um passeio numa camada
(diferente da do topo) é, em média, igual a 1 + “/T& passos (assumindo que o passeio tem
inicio no centro da regido); onde /& corresponde ao niimero médio de regides intersectadas
por uma recta arbitrdria e o termo 1 corresponde ao passo adicional requerido para determinar
o fim do passeio.

Como se verd na seccdo 9.2, para a operacdo de recorte € vantajoso ndo construir uma
hierarquia completa, preenchendo todas as camadas, sendo preferivel descartar a camada de
base. Posteriormente, cada ponto da base € associado ao nd da camada 1 que lhe estd mais
proximo. Desta forma, um recorte é feito na camada 1, identificando o né mais préximo do
local de pesquisa e seleccionando os locais da base associados a esse nd. Vamos primeiro ver,
em detalhe, como ¢ utilizada e construida a hierarquia de Voronoi.

O Algoritmo 9 identifica o local da camada 1, de uma hierarquia de Voronoi, mais préximo
de um ponto de pesquisa p. Um passeio no diagrama V,, da camada m, com inicio num local
arbitrario (no pseudo-cédigo é indicado o local 1), identifica o local k da camada de topo
mais préximo de p (linha 1). Se se acabou de percorrer a camada i = 1, a pesquisa termina
(devolvendo k). Sendo, desce-se para a camada inferior (i — 1), seguindo a correspondéncia
de nos entre camadas guardadas no vector D; (linhas 4 e 5). O passeio repete-se na nova
camada, com o objectivo de encontrar o local k dessa camada mais préximo de p (linha 6).
O procedimento ¢ iterado até se chegar a camada 1 (linha 8).
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Algoritmo 9 Localizacdo do local do diagrama V; mais préximo de p, numa hierarquia
de Voronoi H = (Vi1,...my» Dg1,...om})-

1: k < passear(V,,, 1, p)

2.0 «<—m {m=>1}
3: enquanto i > 1 fazer

4:  j <« Djlk] {Descer para a camada inferior}
500 i <«i—1
6
7
8

k < passear(V;, j, p)
: fim
: devolver k {Indice do local mais préximo de p em V; }

Algoritmo 10 Constru¢do de uma hierarquia H de Voronoi de um conjunto Sj.

I: n < |S()|

2.1« 0

3: enquanto n > « fazer {Construir as camadas }
4: T < permutacdo(l,...,n)

5. n<« |n/aj

6: i<« i+1

7. para j = 1 até n fazer

8: Di[j] < TI[j] {Ligarné j (camadai)...}
9: Si[j] < Si=1[T[j]] {...a0n6 T[j] (camadai — 1)}
10: fim

11:  V; < construir_diagrama(sS;)

12: fim

13: H < (Vit,.omy Daa,omy)
14: n < |So

15: para j = 1 até n fazer { Atribuir locais a regides }
16:  k < localizar(H,s;)

17:  adicionar(Uy, s) {Associar s; com a regido Py}
18: fim

19: devolver H, Uy, |n/a)}

O Algoritmo 10 constréi uma hierarquia de Voronoi de um conjunto de pontos So. A
construcdo faz-se camada a camada. A camada 1 consiste num subconjunto de |7/« | locais
extraidos de uma permutagao aleatoria de todos os locais de Sy (linha 4) sendo guardado, para
cada n6 de Sy, a posicdo e indice do local de respectivos em Sy (linhas 7-10). A construgao
da camada 1 é completada com a constru¢do do diagrama de Voronoi de S; (linha 11). As
restantes camadas sdo construidas iterando este processo (linha 3—12), enquanto o nimero de
locais da ultima camada construida for superior a ««. Para auxiliar a operacdo de recorte, a
hierarquia de Voronoi é aumentada associando cada local de Sy a regido de V; que o contém
(linhas 14-17). A hierarquia consiste nos diagramas de Voronoi de cada camada Vi1 . e
nas ligagdes entre camadas Dyq . . As associagdes entre locais de So e a camada 1 sdo
guardadas em Uyy . [n/a)}-
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Vamos agora analisar o custo de construgdo e pesquisa numa hierarquia de Voronoi.

O custo de uma pesquisa reparte-se pelas pesquisas parciais nas m camadas. Em cada
camada, o custo de uma pesquisa é proporcional ao nimero de locais visitados ao longo do
. z e . z o Z 1
passeio que, como atras indicado, é de 1 + %, em média.

Portanto, o custo esperado de uma pesquisa Cpegq € de:

Jo n
Cpesq = (1 + 7 1 —+ loga m

= 0(\/(; log, n) .

9.1

Com a estrutura em hierarquia, uma pesquisa tem um custo temporal esperado logaritmico, o

que contrasta com o custo O(4/n) de um passeio num diagrama.

Resta elaborar um critério para a determinacdo do factor de ramificacdo. Para optimizar
a operagdo de pesquisa, deve escolher-se um factor de ramifica¢do o que minimize Cpegq,
encontrando um equilibrio entre nimero de camadas e comprimento dos passeios em cada
camada. Cada transicdo entre camadas penaliza a operagdo de pesquisa com um passo adici-
onal, dando preferéncia a um nimero minimo de camadas. Por outro lado, menos camadas
significa passeios mais longos em cada camada, atenuando a vantagem da hierarquia. Um va-
lor 6ptimo de « pode ser determinado por uma procura exaustiva, calculando Cpeqq para uma
gama de factores de ramificagdo. Dado que se procura por um minimo, basta calcular Cpegq
para valores sucessivos de o (comecando em o = 2) até que se encontre o primeiro minimo
local. Na prética, ndo € necessdrio sondar um intervalo excessivamente grande. Experimen-
talmente, observou-se que o valor 6ptimo de « € inferior a 100 para qualquer valor prético de
n (ie.,n < 1019),

O custo da construgdo da hierarquia de Voronoi C divide-se em trés partes: o custo da
seleccdo de nés Cg, 0 custo da construcdo dos diagramas de Voronoi C,,, um por cada
camada, e o custo da localizacdo dos pontos da base Cj,. (para associagdo de cada ponto a
uma regido da camada 1).

A seleccao dos ny nés de cada camada implica a construcdo de uma permutacio aleatdria
dos ng_ locais da camada inferior, que € uma operacao linear no tempo. Logo, a selec¢dao
dos nés das m camadas tem um custo Cg dado por:

> n
<> ok (9.2)
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A construg@o dos diagramas de Voronoi das m camadas tem um custo Cy,; dado por:

= Z ;—k log(n) 9.3)

O custo esperado da localizacdo Cjo. dos n pontos da base é dado por:

Cloc & 1 \/Eloga(n) . 9.4)

Somando as trés parcelas, obtém-se o custo médio da constru¢do da hierarquia Chier, que

¢ da ordem de:

Chier = 2n + nlog(n) + lﬁ nlog(n)
ogu

=2n+ (1 + ﬁ) n log(n).
loga

9.5)

Conclui-se que a construgio tem um custo temporal de O(y/a nlogn).

O custo espacial da hierarquia Ces, € dado pela soma dos custos de cada diagrama de
Voronoi, das ligagdes entre camadas e da associa¢do de cada ponto da base a primeira camada,
sendo dado por:

" n " n
Cesp :Z_k Z_k

k=1 k=2

> n > n
=D+ Z—
- k k
=% k= (9.6)
_ a? +1
afa—1)

5
< —n.
)

Concluindo, a hierarquia de Voronoi tem um custo espacial linear em 7.

Como estrutura de pesquisa, a hierarquia de Voronoi partilha algumas semelhancas com
as arvores-B™ [19]. As pesquisas sdo feitas comparando uma chave com alguns elementos de
cada nivel, caminhando do topo para a base. Pela forma como ambas as estruturas de dados
estdo desenhadas, o nimero de comparagdes em cada nivel € limitado: corresponde ao factor
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de ramificacdo na hierarquia de Voronoi, que equivale & ordem da 4drvore-B ™.

9.2 Recorte no catalogo

Continuando o desenvolvimento do algoritmo de reducdo de catdlogos de estrelas, vamos
agora descrever a operacdo de recorte num catdlogo e, em particular, justificar a exclusio da
camada da base na construcio da hierarquia de Voronoi.

Um recorte circular pode ser implementado eficientemente por um percurso num dia-
grama de Voronoi. Comecando na regido que contém o centro do recorte, basta efectuar um
percurso em largura, visitando as regides que estdo contidas no recorte, mesmo que parcial-
mente. O recorte € obtido seleccionando o local de cada regido visitada que esta contido no
circulo.

Mais detalhadamente, um recorte circular € implementado da seguinte forma. Primeiro
é localizado o local mais proximo do centro do recorte. Como foi demonstrado atras, esta
operacdo ¢ implementada eficientemente pela hierarquia de Voronoi. De seguida, ¢ determi-
nado se o local identificado estd contido no recorte. Se ndo estd, entdo o recorte ndo pode
conter nenhum outro local (pela propriedade dos circulos vazios maximos), o que significa
que o recorte é vazio. Por outro lado, se o local estd contido no recorte, entdo a operagio
continua visitando as regides vizinhas e repetindo o processo: seleccionar o local respectivo
e, se aplicdvel, avancar para outras regides ainda ndo visitadas.

Em certas condi¢des, a estratégia descrita pode ser muito ineficiente. O percurso em
largura num diagrama implica a enumeragdo de todas as regides vizinhas de cada regido,
mesmo que seja apenas para verificar que (algumas) ja foram visitadas. Por outro lado, em
cada nova regido, hd que determinar se o local correspondente estd contido no recorte, o que
se resume a um simples célculo de uma distancia. Se um recorte contém um nimero elevado
de pontos, entdo o custo é fortemente penalizado pelo custo do percurso em largura, uma
vez que o custo da enumeracio de regides vizinhas domina sobre o custo de um célculo de
distancia. Recorde-se que recortes de 30 arcmin no catilogo UCAC4 podem conter mais de
3000 estrelas, o que torna a solugdo descrita pouco atraente.

Uma forma de atenuar esta desvantagem € abarcando mais locais de uma sé vez, agru-
pando vdrios locais em cada regido, ao mesmo tempo que se reduz o nimero de regides
visitadas. E por este motivo que se optou por limitar a construgdo da hierarquia de Voronoi
camada 1, aumentando-a com as ligacdes entre cada regido da camada 1 e os locais da base.
Desta forma, o recorte € feito percorrendo a camada 1 da hierarquia, seleccionando, na visita a
cada regido, os locais da base que lhe estdo associados. A estratégia de recorte atrds delineada
também se aplica a este novo cendrio. No entanto, agora pode acontecer que pontos de uma
regido, que nao o local gerador, estejam contidos no recorte, o que invalida o anterior critério
de propagacdo do percurso no diagrama. A solugéo € relativamente simples: comegando na
regido que contém o centro, o percurso em largura no diagrama deve visitar todas as regides

intersectadas pelo circulo do recorte. Logo, basta agora avancar para uma regido vizinha se
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Figura 9.6: Poligonos visitados na operacdo de recorte (a sombreado).

Algoritmo 11 Recorte numa hierarquia H, U por um circulo (p, r).

vector: R {Guarda os indices dos locais do recorte }
inteiro: n < 0 {Numero de locais em R}
vector: £ < {0,...,0} {Identifica as regides encontradas}
fila: F < 0 {Fila FIFO com regides a visitar}
i < F.localiza(H, p)
F.insere(i) {Comecar pela regido que contém p}
Eli] < 1 {Marcar regido i como encontrada}
enquanto F # () fazer

i < F.remove()

para j € vizinhos(V7, i) fazer
11: se E[j] # 1 A contém_aresta(p, r, e;) entdo {e; é uma aresta de V(s;)}
12: F.insere(j)
13: E[j] <1
14: fim
15: fim
16:  parak € U; fazer
17: se dist(p, sx) < r entdo
18: R[n] < k
19: n<n+1
20: fim
21: fim
22: fim
23: devolver R

D AN AN I S e

_
e

esta contida no recorte (mesmo que parcialmente).

O Algoritmo 11 detalha o procedimento de recorte numa hierarquia de Voronoi (e ilus-
trado na Figura 9.6). O recorte tem inicio na regido de Voronoi da camada 1 de H que contém
p (linha 5). O recorte prossegue visitando as regides vizinhas da regido inicial. Em cada ite-
racdo sdo identificadas as regides vizinhas que podem conter parte do recorte (linhas 10-15)
e ¢ identificado o (sub-)conjunto dos pontos associados a regido corrente contidos no recorte
(linhas 16-21). O vector E identifica as regides ja encontradas (linhas 7 e 13), garantindo
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que ndo sdo repetidas no percurso (linha 11). Para determinar se uma regido estd contida no
recorte, é suficiente determinar se contém uma das arestas (pela inclusdo de um dos vértices
incidentes ou, no pior dos casos, pela intersecc¢io parcial com a aresta). O recorte € devolvido
sob a forma de um vector de indices de locais (linha 23).



126



Capitulo 10
Resultados experimentais

Este capitulo apresenta os resultados da reducio do catdlogo de estrelas UCAC4. E anali-
sado o desempenho do algoritmo de redu¢do, desenvolvido no capitulo 8, e sdo estudados os
catdlogos reduzidos especificos para cada campo de visdo.

O algoritmo de reducio depende de um Unico pardmetro: o limiar de drea. No capitulo 8,
foi definida a unidade arcmin-equiv. Uma drea de d arcmin-equiv € a area de um circulo da
superficie da esfera unitaria com d arcmin de didmetro. Como se verd mais adiante, é agora
conveniente parametrizar o limiar de drea em funcio do inverso do didmetro de um circulo
de area equivalente. Por este motivo, o limiar de area é definido em funcdo de um parametro
adimensional ¢, dado pela drea do circulo esférico com 60/¢ minutos de arco de didmetro.
Ou seja, o limiar o é dado por:

o(p) =2m (1 — Ccos (%)) . (10.1)

Na prética, foram usados valores de ¢ de 1.0 a 20, correspondendo a limiares de drea de 60
arcmin-equiv a 3 arcmin-equiv.

Vamos agora descrever como se obteve a redugdo do catdlogo UCAC4 e a posterior me-
dicdo de desempenho. Seja d o didmetro do campo de visdo e ¢ o pardmetro de redugdo. O
melhor catdlogo para cada campo de visdo foi obtido por uma procura exaustiva, medindo o

desempenho de uma gama alargada de catilogos reduzidos.

O Algoritmo 12 descreve este processo. O catilogo UCAC4 foi reduzido 191 vezes,
para valores de ¢ a variar de 1.0 até 20.0 (linhas 3—14). Para cada catdlogo resultante da
reducdo com o limiar o(¢) (linha 4, c.f. Algoritmo 7) foi construida uma hierarquia de
Voronoi correspondente (linha 5, c.f. Algoritmo 10). Para a construcdo de cada hierarquia de
Voronoi, foi escolhido um factor de ramificacdo o que minimiza o custo de cada pesquisa, tal
como descrito na seccao 9.1 (pag. 121). A hierarquia suporta as operagdes de recorte (num
total de 10° por catdlogo, c.f. Algoritmo 11) necessdrias para a mediciio do desempenho
de cada catdlogo reduzido (linha 7), para os dois campos de visdo considerados: 15 arcmin
e 30 arcmin (linhas 6-13). No final sdo devolvidos dois catdlogos, 715 € T3¢ (linha 15),
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Algoritmo 12 Constru¢do e medi¢ao de desempenho de catdlogos reduzidos.

1: catalogo: Tis, T3¢ {Catalogos reduzidos para 15 arcmin e 30 arcmin}
2: numero: (L5, U39 < 0,0 {Melhor desempenho para 15 arcmin e 30 arcmin}
3: para¢g = 1.0,1.1,1.2,...,20.0 fazer

4: T < redugdo_de_catdlogo(UCAC4, o (¢))

5:  H <« construir_hierarquia(7’)

6: parad = 15,30 fazer

7: i < medir_desempenho(7, H, d)
8: se L > g entao

9: Hd < M

10: ba <~ ¢

11: T; < T

12: fim

13: fim

14: fim

15: devolver Tis, T3¢, [L1s, 30

Tabela 10.1: Detalhes da hierarquia de Voronoi do catdlogo UCAC4 (a = 29).

camada | nimero de pontos
4 29
3 861
2 24970
1 724137
base 21000000

que registam o melhor desempenho (w15 € (t30) para os campos de visdo de 15 arcmin e
30 arcmin, respectivamente.

O algoritmo de redugdo e a hierarquia de Voronoi foram implementados na linguagem C
e compilados com o compilador GNU GCC C compiler (versdo 4.4.5), com optimizagdes. Os
programas foram executados num processador Intel Xeon E5160, correndo a 3.00 GHz.

O objectivo do procedimento descrito € a valida¢do do algoritmo de redu¢do, averiguando
a variacdo do desempenho com o grau de redugdo (para cada didmetro de campo de visdo). O
resultado principal € a obtencdo do catdlogo reduzido que melhor desempenho apresenta para
cada campo de visdo considerado. Um segundo resultado, igualmente relevante, € a validagao
da hierarquia de Voronoi como estrutura de dados de indexagdo espacial de um catdlogo de

estrelas e o seu uso para a operacdo de recorte.

Comecemos primeiro por caracterizar a construgcdo da hierarquia de Voronoi, analisando
a aplicacdo desse processo ao catdlogo UCAC4. A hierarquia de Voronoi do catdlogo UCAC4
(com 21 x 10° estrelas) foi construida com um factor de ramificacio de o = 29 (valor que
minimiza o custo da operag@o de pesquisa). Obteve-se uma hierarquia de 4 camadas, cujos
detalhes estao sintetizados na Tabela 10.1.

A Figura 10.1 apresenta o histograma do ndmero de pontos (estrelas) associados a cada
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regido da camada 1. Idealmente, o nimero de pontos por regido seria fixo e igual ao factor de
ramificacdo. Mas, como mostra o histograma, o nimero de pontos por regido apresenta uma
grande variagdo, desde 1 ponto até mais de 120 pontos por regido.

O custo de uma pesquisa na hierarquia € proporcional a soma dos comprimentos dos
passeios nos diagramas de Voronoi das diferentes camadas. A Figura 10.2 apresenta este custo
sob a forma do histograma do niimero de passos por pesquisa, de um total de 10® operagdes
de pesquisa na hierarquia do catdlogo UCAC4. Observa-se que as pesquisas requerem, em
média, 14.96 passos, nunca ultrapassando 28 passos. Estes valores estdo concordantes com o
custo estimado de uma pesquisa que, parac = 29 e n = 21 x 10, resulta num custo esperado
de (1 + @) x 4 = 14.77 (c.f. Eq. 9.1). As pesquisas com o menor niimero de passos, 4,
correspondem ao valor minimo de um s passo por camada.

Estes resultados mostram que a estratégia de seleccio aleatdria de nds de cada camada
ndo produz uma hierarquia 6ptima; o nimero de pontos associados a cada nd apresenta uma
variagdo aprecidvel, o que se reflecte numa variagdo no custo de uma operacdo de pesquisa.
No entanto, este resultado menos éptimo ndo penaliza a medi¢do do desempenho dos caté-
logos, uma vez que o custo de cada recorte é amortizado pelo nimero elevado de recortes
(distribuidos uniformemente por toda a esfera), necessdrios para uma medi¢do de desempe-
nho.

A caracterizagdo da operacdo de recorte estd sintetizada nas Figuras 10.3 e 10.4 que apre-
sentam, respectivamente, o tempo médio de uma operagdo de recorte em fun¢do do didmetro
e o tempo médio de uma operagdo de recorte em fungcdo do nimero de pontos obtidos. Na Fi-
gura 10.3 também estd indicado o tempo médio de pesquisa na hierarquia de Voronoi, 5.4 pis.
Ambos os gréficos apresentam a média dos valores medidos em 10° recortes. Para os di-
ametros de recorte considerados, observa-se que o custo da operacdo de recorte depende,
essencialmente, do percurso no diagrama de nivel 1 da hierarquia, largamente superior ao
custo da pesquisa na hierarquia. Este custo varia com o nimero de pontos visitados sendo

proporcional & drea recortada.

Uma reducéo do catdlogo UCAC4 demora entre 180 s (para ¢ = 1.0) e 130 s (para ¢p =
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Figura 10.5: Numero de estrelas nos catdlogos reduzidos.

20.0), sendo a diferenca justificada pelo maior nimero de remog¢des de locais no diagrama de
Voronoi operadas nos catdlogos mais reduzidos. A redugdo dos 191 catélogos foi executada
em cerca de 10 horas.

A Figura 10.5 apresenta o tamanho de cada catdlogo reduzido em fungdo do parametro ¢.
E este grifico que justifica a escolha do pardmetro ¢ para a especificagio do limiar de drea
no algoritmo de reducdo. O desempenho de um catdlogo reduzido deve depender do niimero
de estrelas que contém. Logo, € razodvel que a procura do catdlogo com melhor desempenho
seja feita por uma pesquisa linear no nimero de estrelas. O pardmetro ¢, ao linearizar o
namero de estrelas nos catdlogos reduzidos, simplifica esta tarefa.

A Figura 10.6 apresenta o desempenho dos 191 catdlogos reduzidos para cada um dos
dois diametros do campo de visdo alvo: 15 arcmin e 30 arcmin. O desempenho foi medido
pelo método de Monte Carlo, aplicando a equagdo (8.3). Os dois graficos exibem um compor-
tamento semelhante. Para valores de ¢ baixos (reducdo elevada), o desempenho tende para
zero. Para valores de ¢ elevados (reducéo baixa), o desempenho tende para o valor medido
com o catdlogo completo (c.f. Tabela 8.1). O maximo absoluto identifica o melhor catdlogo
reduzido para cada campo de visdo: 775 para 15 arcmin e T3¢ para 30 arcmin. Para um
campo de visdo de 15 arcmin, ndo foi possivel obter um desempenho superior a 98.00%. Ao
se aumentar o campo de visdo de 15 para 30 arcmin, obtém-se uma melhoria significativa
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Figura 10.6: Desempenho dos catdlogos reduzidos em funcdo de ¢. Estdo indicados os valo-
res para o catdlogo com melhor desempenho: o pardmetro ¢, o desempenho w, o nimero de
estrelas n e o limiar de drea / em arcmin-equiv.
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Figura 10.7: Histogramas de desempenho dos catdlogos seleccionados.

do desempenho, que ultrapassa 0os 99.9%. Claramente, a reducdo para um campo de visdo
de 15 arcmin é mais exigente que a reducdo para um campo de visdo de 30 arcmin. Uma
diminuicdo do campo visdo aumenta a parte do catilogo em que o nimero de estrelas num
recorte € insuficiente (< 3), o que reduz o melhor desempenho obtenivel.

Vamos agora analisar em detalhe os dois catdlogos atras seleccionados, T15 e T3¢, obser-
vando os respectivos histogramas de desempenho (ver Figura 10.7) e histogramas de areas
(ver Figura 10.8). Sobreposto a cada histograma de desempenho, estd desenhado o histo-
grama da Figura 8.4 (derivado da anélise do catdlogo UCAC4), para o campo de visdo cor-
respondente. A medida de desempenho de cada catdlogo corresponde a soma dos valores das
colunas entre 3 e 9, inclusive (marcadas a tracejado).

O algoritmo de reduc@o, ao eliminar estrelas de um catdlogo, modifica o histograma de de-
sempenho “deslocando-0”, como um todo, no sentido das contagens menores. Neste processo
de “deslocamento de histograma”, hd uma parte que se acumula entre as colunas 3 e 9, e que
contribui positivamente para o desempenho, enquanto que o resto € repartido por dois interva-
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Figura 10.8: Histogramas das dreas dos catdlogos seleccionados. A curva sélida representa o
ajuste por uma Gaussiana (de parametros i, o).

los: abaixo de 3 estrelas e acima de 9 estrelas. Para o campo de visdo de 15 arcmin, observa-se
um ligeiro incremento nas contagens com duas estrelas, enquanto que para o campo de visdo
de 30 arcmin esse incremento € imperceptivel. No extremo oposto, também € muito reduzido
o nimero de contagens para 10 estrelas (sendo nulo para mais de 10 estrelas). Em resumo,
este resultado mostra como o algoritmo de reducdo € eficaz em produzir um catdlogo com o
nimero de estrelas no campo de visdo dentro dos limites impostos.

Uma outra forma de analisar os desempenhos obtidos € por intermédio dos histogramas
das dreas das regides de Voronoi (Figura 10.8). Os histogramas das dreas sdo indicadores
da regularidade da distribui¢c@o espacial. Se o niimero de estrelas no campo de visdo tende
para um valor constante, entdo serd de esperar que as estrelas do catdlogo estejam aproxima-
damente equidistantes. Consequentemente, as dreas das regides de Voronoi também devem
tender para um valor constante. E € o que se observa em ambos os histogramas de dreas, cujas
curvas seguem a forma de uma Gaussiana (representada por uma linha sélida), com excepg¢ao
de dois pormenores. Do lado das areas menores, ambos os histogramas estao truncados pelo
limiar de drea usado na construcio de cada catdlogo (c.f. Figura 10.6). E no histograma do
catdlogo 715, 0 excesso no histograma (acima da curva Gaussiana) do lado das dreas maiores
revela a existéncia de uma parte do catdlogo nao conforme com a média de areas das regides.
Corresponde a parte do catdlogo UCAC4 em que a densidade de estrelas € inferior a necessé-
ria para satisfazer o requisito minimo de trés estrelas no campo de vis@o. O catdlogo T3¢ nao
apresenta esse sintoma.

A andlise dos histogramas de dreas revela a dificuldade em um tnico catdlogo reduzido sa-
tisfazer os dois limites do nimero de estrelas no campo de vis@o: por um lado quer-se trés ou
mais estrelas, por outro lado quer-se nove estrelas ou menos. Claramente, o primeiro requisito
€ o mais importante: menos de trés estrelas impedem a determinacdo da atitude. Compara-
tivamente, o segundo critério € menos critico; mais de nove estrelas é apenas considerado
desperdicio de memoria. Vamos analisar estes dois critérios em separado, por intermédio de

mapas de falhas. Um mapa de falhas assinala posicdes da esfera celeste onde se observa que o
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Figura 10.9: Mapa de falhas por defeito para o catdlogo 775 (falha em 2.06 %).

Figura 10.10: Mapa de falhas por excesso para o catdlogo 775 (falha em 0.06 %).

nimero de estrelas (num recorte) ndo cumpre os requisitos. As posi¢des sdo escolhidas aleato-
riamente, segundo uma distribuicao uniforme, seguindo a mesma estratégia usada no cdlculo
do desempenho dos catdlogos. Desta forma, um mapa de falhas representa uma amostra das
posicdes em que um catalogo falha os requisitos e nao todas as possiveis localizacdes em que
um catdlogo falha os requisitos. Para garantir a representatividade da amostragem, os mapas
que se seguem foram construidos a partir de 4 x 10° posicdes aleatérias. Os mapas de falhas
sdo de dois tipos: os mapas de falhas por defeito, que assinalam posi¢des com menos de trés

estrelas, e os mapas por excesso, que assinalam posi¢des com mais de nove estrelas.

As Figuras 10.9 e 10.10 apresentam, respectivamente, os mapas de falhas por defeito
e por excesso para o catidlogo T75. Registaram-se falhas por defeito da ordem de 2.06 %
e falhas por excesso da ordem de 0.06 %. Em conjunto, estes mapas revelam a razio da

dificuldade em se conseguir um catdlogo reduzido com desempenho elevado para o campo
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Figura 10.11: Mapa de falhas por defeito para o catdlogo T3¢ (falha em 0.007 %).

Figura 10.12: Mapa de falhas por excesso para o catdlogo 73¢ (falha em 0.013 %).

de visdo de 15 arcmin. Nas regides em volta dos pélos da galdxia (regido central e “ombros”
da elipse da Figura 10.9) a densidade do catdlogo UCAC4 €, em média, insuficiente para
garantir um niimero minimo de trés estrelas no campo de visao, sendo responsavel pela maior
falta de desempenho. Por outro lado, apesar da densidade média do catalogo UCAC4 ao
longo do plano da galaxia (c.f. regido mais densa na Figura 8.2) superar o miximo requerido,
observam-se falhas por excesso por toda esta regido (embora em muito menor grau que as
falhas nas regides polares).

As Figuras 10.11 e 10.12 apresentam, respectivamente, os mapas de falhas por defeito e
por excesso para o catidlogo T39. Comparativamente, agora o nimero de falhas € muito infe-
rior, registando-se falhas por defeito da ordem de 0.007 % e falhas por excesso da ordem de
0.013 %. No entanto, e o que é mais relevante, agora ndo se observa nenhuma aglomeragao de

falhas (em nenhum dos casos), que sdo, simultaneamente, em nimero insignificante. Ou seja,
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as falhas registadas devem-se a caracteristicas locais da densidade do catdlogo UCAC4, nédo
penalizando o desempenho global do catdlogo. Portanto, para o campo de visdo de 30 arcmin,
foi possivel construir um catilogo reduzido que cumpre os requisitos na globalidade da esfera
celeste.

Para finalizar, vamos observar o resultado do algoritmo de redu¢c@o comparando recortes
nos catdlogos UCAC4, T3 e T15. Todos os recortes t€ém um didmetro de 180 arcmin. O centro
de cada recorte € indicado em coordenadas equatoriais pelo par ascensdo recta e declinagdo,
(o, 8). Cada estrela € indicada por um pequeno circulo, cujo raio € directamente proporcional
ao brilho.

As Figuras 10.13 e 10.14 apresentam recortes centrados, respectivamente, na zona de
menor densidade e na zona de maior densidade do catilogo UCAC4. Estes dois exemplos
ilustram a hipétese formulada na construcio do algoritmo de redugdo: a remogao das estrelas
¢é proporcional a densidade local. Ou seja, a densidade do catdlogo reduzido € aproximada-
mente constante, independentemente da densidade (local) do catdlogo inicial. Regra geral,
comparando o catdlogo 775 com o catdlogo 739, também se observa que o algoritmo de redu-
¢ao retém, preferencialmente, as estrelas mais brilhantes.

Os circulos vazios maximos centrados nos vértices do diagrama de Voronoi constituem
uma forma expedita de avaliar o “espaco livre” disponivel. Em particular, permitem conhecer
0 maior buraco circular vazio de um catdlogo. A Figura 10.15 apresenta os recortes centrados
no maior circulo vazio maximo, igual nos trés catdlogos, com um didmetro de 30.45 arcmin
(indicado pelo circulo central). Esta figura ilustra uma propriedade expectavel do algoritmo
de redugdo: a reducdo ndo aumenta a “fronteira” das regides vazias. Isto é, se uma estrela
faz fronteira com uma regido vazia (a escala do campo de visdo), entdo essa estrela ndo é
removida. Portanto, verifica-se que os efeitos da reducdo se manifestam maioritariamente nas
zonas mais densas nao afectando as zonas vazias.

Pela andlise anterior conclui-se que o algoritmo de reducio satisfaz plenamente os requi-
sitos quantitativos definidos no capitulo 8. Resta apenas analisar o requisito qualitativo de
reter preferencialmente as estrelas mais brilhantes. No algoritmo, este requisito foi contem-
plado analisando as estrelas por ordem crescente de brilho. Desta forma, a remoc¢ao de uma
estrela de menor brilho aumenta a area das regides das estrelas ainda ndo analisadas (que sdo
mais brilhantes) promovendo a sua retengdo. Porém, também pode ocorrer o oposto. Uma
estrela mais brilhante que as suas vizinhas mas cuja regido tem uma 4rea inferior ao limiar sé
escapa a remogdo se algumas (ou todas) as estrelas vizinhas forem removidas. Caso contra-
rio, pode observar-se a eliminagd@o de estrelas muito mais brilhantes que as que a circundam,
contrariando o requisito do problema. Os circulos nas Figuras 10.15 e 10.16 (esta ilustrando
um recorte em torno da Estrela Polar) assinalam este comportamento, em que uma estrela
brilhante pode estar contida no catdlogo 775 mas ndo no catdlogo T3, € vice-versa.

A justificacdo para este comportamento deve-se ao conflito inerente aos dois tipos de re-
quisitos. No desenho do algoritmo de reducéo foi dada prioridade aos requisitos quantitativos
(trés a nove estrelas no campo de visdao), o que pode implicar a remocao indiscriminada de

estrelas, mesmo que relevantes do ponto de vista qualitativo. Esta desvantagem poderia ser
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T30 T30
Figura 10.13: Resultado da redu¢do em Figura 10.14: Resultado da redug¢do em
redor de uma zona de densidade reduzida redor de uma zona de densidade elevada
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Figura 10.15: Resultado da redu¢do em re- Figura 10.16: Resultado da reducdo
dor do maior “buraco” (circulo vazio méx.) em redor da Estrela Polar (a UMi)
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compensada re-analisando as estrelas removidas uma segunda vez, agora por ordem decres-
cente de brilho, reinserindo estrelas cuja brilho supera o brilho das estrelas circundantes e
que, por isso, seria vantajoso que pertencessem ao catdlogo reduzido. No entanto, a prio-
ridade relativa a atribuir a cada requisito depende, fundamentalmente, das propriedades do
algoritmo de identifica¢do de estrelas em imagens. Como € ébvio, os dois algoritmos — re-
ducdo de catdlogo e identificacdo de estrelas — devem estar em sintonia. Para se maximizar
arobustez na determinagao da atitude de uma nave, as estrelas que compdem um catdlogo re-
duzido devem corresponder as mais provaveis de identificar em imagens. Independentemente
destas consideragdes, o algoritmo de reducdo de catidlogos de estrelas revelou-se uma solugdo
robusta, constituindo uma base sélida para posteriores refinamentos.

Em conclusio, mostrou-se experimentalmente que o algoritmo de reducdo produziu re-
sultados satisfatérios, tendo sido capaz de produzir catdlogos com uma efectiva reducdo do
nimero de estrelas e com um desempenho elevado. E de realcar como um resultado exigente
foi obtido por um critério relativamente simples: a eliminacdo de estrelas com base na com-
paracdo da drea da respectiva regido de Voronoi. Sem duvida, € a capacidade de sintese de
vizinhangas espaciais do diagrama de Voronoi que possibilita tal simplicidade de estratégia.



Capitulo 11
Conclusoes

O tema central desta dissertacdo sdo os diagramas de Voronoi na esfera. Na primeira parte
da tese foi apresentado um novo algoritmo para o cdlculo do diagrama de Voronoi de locais
pontuais na esfera, que € uma adaptacio da técnica de varrimento do plano ao dominio es-
férico. O varrimento do plano € uma técnica comum que estd na base de muitos algoritmos
geométricos, aplicada inicialmente por Shamos e Hoey [55] num algoritmo de deteccdo de
intersec¢des de segmentos de recta.

O que se demonstra inovador neste trabalho é a adaptacdo da técnica de varrimento do
plano a superficie da esférica, aqui aplicada a um algoritmo de construcdo do diagrama de
Voronoi esférico, embora através de uma variante menos usual. Com efeito, o novo algoritmo
ndo imita o varrimento do plano do algoritmo de Fortune [34], mas sim o varrimento circular
do algoritmo de Dehne e Klein [21], que se mostrou capaz de se adaptar a natureza circular
da esfera.

O varrimento da superficie da esfera ¢ feito por um circulo de raio crescente, centrado
num ponto arbitrario. Se centrado no pélo Norte, a superficie da esfera é varrida percorrendo
paralelos de latitude até que, quando o raio do circulo atinge m, o circulo de varrimento
concentra-se num Unico ponto, o pélo Sul. Para a constru¢do do diagrama de Voronoi, é
necessario prosseguir o varrimento, aumentando o raio do circulo de varrimento para valores
superiores a i, 0 que corresponde a fazer um segundo varrimento da esfera, agora de Sul para
Norte. Foi demonstrado que o duplo varrimento néo introduz qualquer descontinuidade no
processo de varrimento, nem mesmo quando um local esta posicionado no pélo Sul.

O novo algoritmo apresenta o mesmo custo computacional que os algoritmos equivalentes
no plano: calcula o diagrama de Voronoi esférico de n locais em tempo O(n logn) e espago
®(n), que € 6ptimo no pior caso. Além do mais, os resultados experimentais confirmaram que
o algoritmo € tdo pratico, eficiente e de féacil implementacdo como o algoritmo de Fortune,
sendo a escolha preferencial para o célculo do diagrama de Voronoi na esfera.

O técnica de varrimento circular tem a vantagem de permitir a construgdo parcial de um
diagrama de Voronoi. Por exemplo, possibilita a construgdo eficiente da regido de Voronoi de
um unico local, centrando o varrimento no local e parando o varrimento assim que a frente de
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onda termina o varrimento da regio.

Mas a versatilidade do varrimento circular ndo se restringe a construg¢do parcial de um
diagrama. Neste trabalho foram desenvolvidos dois algoritmos de edi¢do de diagramas de
Voronoi — um para a remogao de um local e outro para a inser¢do de um novo local — am-
bos baseados na técnica de varrimento circular. A insercdo de um local num diagrama pode
ser decomposta em duas partes: construg@o da regido do novo local seguida da sua “colagem”
ao diagrama. O que se descobriu é que estas duas operacdes podem ser implementadas por
um Unico varrimento (circular), com o varrimento “apoiado” no diagrama em edicdo. Mais
exactamente, a inser¢do faz-se com um varrimento circular construido de forma a que as inter-
secgodes de arcos da frente de onda percorram as arestas e vértices que devem ser eliminados
do diagrama, abrindo espago para a regido de Voronoi do novo local. A operagdo de remo-
¢ao de um local faz-se de um modo muito semelhante. Conceptualmente, equivale a efectuar
0 mesmo varrimento que o da inser¢do, mas em sentido inverso. Neste caso, o varrimento
descobre arestas e vértices que devem ser adicionados ao diagrama para implementar a re-
mocdo. Como ambos os algoritmos seguem a estratégia de varrimento circular, aplicam-se
igualmente a edi¢do de diagramas no plano e na esfera.

O custo computacional dos algoritmos de edi¢do depende do nimero de arestas m da
regido inserida ou removida e, numa inser¢ao, do nimero de arestas k da regido que contém o
local a inserir. A inser¢do é feita em tempo O(m +k) e espagco O(n), enquanto que a remogao
¢ feita em tempo O(m logm) e espago O (m).

A aplicacdo da técnica de varrimento a esfera abre novas possibilidades a algoritmos
anteriores, baseados na técnica de varrimento. E de esperar que estes possam ser adaptados ao
dominio esférico, desde que seja possivel converté-los num varrimento circular. Um exemplo
€ o algoritmo de pesquisa do vizinho mais proximo de Dinis e Mamede [28]. Dados dois
conjuntos de pontos, uns vermelhos e outros azuis, este algoritmo usa a frente de onda do
algoritmo de Fortune para encontrar um ponto azul mais préximo de cada ponto vermelho.
Este algoritmo € um corolério do algoritmo de Fortune. Durante o varrimento que constréi o
diagrama de Voronoi dos pontos vermelhos, o arco da frente de onda que cruza cada ponto
azul identifica o ponto vermelho que lhe esta mais proximo. Embora desenvolvido no dominio
planar, € trivial a sua adaptacdo ao dominio esférico.

Na segunda parte da tese exemplificou-se a aplicacdo dos algoritmos de construgdo e
edicdo de diagramas de Voronoi esféricos. Foi atacado o problema de reducdo de um catilogo
de estrelas, que ndo € mais que uma remogao selectiva de estrelas de um catdlogo, segundo um
critério pré-definido. Com a reducgdo, pretende-se determinar um sub-conjunto de estrelas de
um catdlogo cuja distribui¢do espacial seja aproximadamente uniforme, formado por estrelas
aproximadamente equi-espagadas entre si. A solu¢do desenvolvida fez uso dos diagramas de
Voronoi esféricos em diferentes etapas.

Em primeiro lugar, os diagramas de Voronoi foram usados como ferramenta de andlise
da vizinhanca espacial de uma estrela. Uma regido de Voronoi com uma érea relativamente

pequena indica que a estrela correspondente estd muito proxima de estrelas vizinhas e, por
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isso0, pode ser removida do catdlogo.

Em segundo lugar, os diagramas de Voronoi foram usados como peca fundamental da
hierarquia de Voronoi [23, 36], que é uma estrutura de dados desenhada para responder efi-
cientemente a pesquisas de localizacdo. Conceptualmente, uma hierarquia é composta por
vérios diagramas de Voronoi, dispostos em camadas e interligados entre si, em que os lo-
cais de cada diagrama s@o obtidos por uma seleccdo aleatdria e parcial dos locais da camada
inferior. A eficiéncia de uma pesquisa advém da forma como se efectua um percurso numa
hierarquia, em que os diagramas de Voronoi sdo percorridos do topo para a base. Mais concre-
tamente, passeios nas camadas mais altas permitem uma aproximacao mais rdpida do ponto
de pesquisa, enquanto que os passeios nas camadas mais baixas permitem uma aproximagao
mais precisa. O local pretendido é encontrado pelo passeio na camada de base.

Em terceiro lugar, os diagramas de Voronoi foram utilizados para a operacdo de recorte
circular, onde se selecciona o sub-conjunto dos pontos contidos num circulo. O recorte é
suportado pelo diagrama de Voronoi de um conjunto de pontos. Comecando no local mais
préoximo do centro de recorte, os restantes pontos sdo obtidos por um percurso em largura
no diagrama de Voronoi. Para este fim, o diagrama de Voronoi € utilizado como estrutura de
indexacdo espacial.

O algoritmo de redugdo foi aplicado ao catdlogo de estrelas UCAC4 [64], tendo sido
produzidos dois catilogos reduzidos, especificos para dois didmetros do campo de visdo (um
de 15 arcmin e outro de 30 arcmin). Foi também medido e analisado o desempenho de cada
um destes catdlogos. Globalmente, observou-se um desempenho muito positivo, confirmando

a validade do algoritmo de reducao de catdlogos desenvolvido.

O resultado do trabalho desenvolvido permite a construcdo de diagramas de Voronoi de
pontos na superficie da esfera. A seguir sdo discutias algumas linhas de desenvolvimento
futuro.

Com o processamento do catidlogo UCAC4, restringido as 21 x 10° estrelas mais bri-
lhantes, foi obtido um diagrama de Voronoi que ocupa cerca de 2 GB. A partir do catdlogo
completo, com cerca de 114 x 10° estrelas, obter-se-ia um diagrama que ocuparia mais de
11 GB. A tendéncia actual aponta para uma recolha cada vez mais massiva de dados, tanto no
dominio das ciéncias da Terra como no dominio da astronomia. Um exemplo disso €é a missao
GAIA [45], da agéncia espacial europeia (ESA), que inclui o lancamento de um satélite com
o objectivo de medir a posicdo absoluta de cerca de 10° estrelas. Com este volume de da-
dos, torna-se evidente que nao € exequivel implementar o diagrama de Voronoi em memdria
principal.

A solucdo mais 6bvia parece ser a adop¢do de uma estrutura semelhante a de uma arvore-
B [19], que segmenta o volume de dados em partes manejdveis, implementadas em memdria
secundaria. De facto, e como ja foi notado anteriormente [36], a hierarquia de Voronoi,
apresentada no capitulo 9, parece adaptar-se naturalmente a essa solucao.

Mas, para uma construgdo eficiente de um diagrama de Voronoi de um conjunto de dados

massivo, como o conjunto de 10° estrelas atrds referido, seria interessante investigar a pos-
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sibilidade da constru¢do paralela do diagrama, varrendo o dominio com vérios circulos em
simultadneo. No caso geral, a regido de Voronoi de um local tem um alcance limitado, ndo for-
mando arestas com locais muito afastados. Logo, serd de esperar que varrimentos circulares
em paralelo se possam fazer, na maioria dos casos, de forma independente, necessitando de
se sincronizar apenas quando os varrimentos se cruzam.

As duas ideias apresentadas — implementagdo em memoria secunddria e construgdo para-
lela — parecem complementar-se. Pode imaginar-se que a reparti¢do de um conjunto (massivo)
de dados, necessaria para a construcio de uma hierarquia de Voronoi, seja apropriada para a
constru¢do do diagrama em paralelo. Para completar, seriam também necessérios algoritmos
de actualizagdo da hierarquia de Voronoi, quando implementada em memoria externa.

A segunda proposta de trabalho estd relacionada com a forma dos locais. Neste traba-
lho apenas foi discutida a construcdo de diagramas de Voronoi de locais com forma pon-
tual. Subindo na escala de complexidade geométrica, encontram-se os locais com a forma
de segmentos de recta. Os segmentos de recta sdo os elementos geométricos naturais para
representar certos tipos de objectos em aplicacdes geograficas, tais como percursos (como
estradas, rios, etc.) ou fronteiras de dreas (como lagos, territdrios, etc.). Sendo os sistemas de
informacao geografica um dominio natural de aplicacdo dos diagramas de Voronoi esféricos,
seria interessante adaptar os novos algoritmos de construc@o e de edi¢c@o a locais represen-
tados por pontos e segmentos de circulo méximo. No plano, existem diversas solu¢des para
o problema [44, 42, 43, 8]. Em particular, € possivel construir este diagrama pelo algoritmo
de Fortune [34], embora a implementac¢do ndo seja trivial. A complicacdo deriva da forma
geométrica da mediatriz entre dois segmentos de recta (ou entre um ponto € um segmento de
recta) que agora consiste numa sequéncia de linhas rectas e arcos de pardbola. Esta forma
mais complexa origina um ndmero alargado de eventos-circulo, complicando a determina-
cdo de eventos e o cdlculo das prioridades respectivas. O desafio é conceber um algoritmo
de construcdo de diagramas de segmentos de recta baseado num varrimento circular e, em

particular, adaptd-lo ao dominio esférico.

A tltima proposta tem origem na forma geométrica da Terra: pode o algoritmo de var-
rimento ser adaptado a constru¢do do diagrama de Voronoi num elips6ide? Em primeira
aproximagcio, a Terra tem a forma de uma esfera. No entanto, o objecto geométrico que mais
se aproxima da forma real da Terra € o elipsdide oblato [59], sendo este 0 modelo mais rigo-
roso usado em sistemas de informacdo geografica. Dai o interesse em construir um diagrama
de Voronoi num elipsdide.

A adaptagdo directa do algoritmo de varrimento ao elipséide parece ser exequivel, uma
vez que este possui a mesma simetria circular que a esfera. Pode imaginar-se o mesmo pro-
cesso de varrimento, com um circulo de raio crescente, centrado no pélo Norte, percorrendo
paralelos de latitude de Norte para Sul. Aparentemente, o varrimento do elipsdide possui as
mesmas caracteristicas que o varrimento esférico. Isto €, o circulo de varrimento e um local
definem uma elipse na superficie do elipsdide, o envelope inferior de todas as elipses define

uma frente de onda formada por arcos de elipses e as intersec¢des de arcos percorrem as ares-
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tas do diagrama de Voronoi. Estas propriedades sdo facilmente deduzidas por analogia com o
varrimento esférico.

Portanto, serd de esperar que a construcdo do diagrama de Voronoi elipsoidal se possa
fazer de modo igual ao do varrimento esférico, recorrendo as mesmas estruturas de dados.
As diferencas deverdo concentrar-se no célculo das prioridades de cada evento, no cédlculo da
relacdo de ordem usada na frente de onda e, em particular, no célculo do circulo circunscrito
a trés pontos. Mas, ao contrario dos circulos na superficie da esfera, um circulo no elipséide
ndo admite uma expressao analitica, ndo sendo o seu cdlculo trivial.

Uma forma expedita de construir uma aproximacio do diagrama de Voronoi num elip-
sGide é por intermédio de uma projeccio numa esfera auxiliar. E um método habitual em
cartografia [59], como passo intermédio na planificacdo de um elipséide. Para isso, as co-
ordenadas geodéticas de latitude e longitude (no elipséide) sdo convertidas em coordenadas
geocéntricas de latitude e longitude (na esfera). Uma vez obtido o diagrama na esfera auxiliar,
o diagrama no elipséide € construido projectando as posi¢cdes dos vértices no sentido inverso,
da esfera auxiliar para o elipséide.

Dado o diminuto achatamento do elipséide terrestre, pode argumentar-se que a aproxima-
¢do dada pelo diagrama numa esfera auxiliar € suficiente para uma grande maioria de aplica-
¢oes. No entanto, seria interessante aferir a magnitude do erro cometido nesta aproximacao e

identificar as condi¢des que maximizam esse erro.
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Apéndice A
Area de um poligono esférico

O algoritmo de reducdo de catdlogos de estrelas, apresentado na seccdo 8.1, depende do
calculo da area de um poligono esférico, que é a regido de Voronoi de uma estrela. Aqui é
apresentada uma forma de calcular essa drea a partir das coordenadas dos vértices do poligono
esférico.

A area de um poligono esférico é dada por um corolério do teorema de Girard [65], que
exprime a area de um tridngulo esférico na esfera unitaria:

Atriﬁngulo =o+ ,8 +y—m, (Al)

em que «, B e y sao os angulos internos do tridngulo, em radianos. Um poligono convexo es-
férico com n > 3 lados é facilmente subdividido em tridngulos, ligando um vértice arbitrario
a todos os n — 3 vértices ndo-adjacentes, gerando n — 2 triangulos. Logo, a drea do poligono
¢é dada pela soma das areas dos tridngulos, que se traduz por:

n
Apoligono = Y 0 — (n =2) 7, (A2)

i=1

sendo «; os angulos internos em cada vértice do poligono, em radianos.

Os angulos internos «; s@o calculados da seguinte forma. Sejam v;, comi = 0,...,n—1,
os vértices do poligono esférico. O dngulo interno «; no vértice i é dado pelo angulo entre os
planos definidos por (v;—1, v;) € (v;, vi+1) e pela origem. Ou seja:

- -

o = arccos (ua . ub) onde

ZZ = Bi—l X Bi,

1; = 1_;i+1 X 5:', (A.3)
ug = afllall,

up = b/ )bl
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comi —1ei + 1 calculados médulo 7.



Apéndice B
Topologia da arvore vermelha-preta

Na seccao 4.2.3, foi indicado que numa implementacdo da frente de onda por uma arvore
bindria de pesquisa vermelha-preta [19] os n6s folha representam os arcos enquanto que os
nés internos representam as intersecgdes de arcos. Aqui é demonstrada essa propriedade.
Uma arvore vermelha-preta é uma arvore bindria em que a cada n6 € atribuida uma cor
(vermelho ou preto), para além dos habituais ponteiros para o né filho esquerdo, né filho
direito e n6 pai. Se um dos nds filhos ou nd pai ndo existe, o ponteiro aponta para um
n6 auxiliar, denominado por né nulo. As arvores vermelha-preta satisfazem as seguintes

propriedades:
P1) cada né ou € vermelho ou € preto;
P2) araiz da arvore € preta;
P3) os noés nulos sdo pretos;
P4) se um né € vermelho, os nds filhos (se existirem) s@o pretos;

P5) todos os caminhos de um né a um né folha descendente contém o mesmo nimero de

noés pretos.

O que se quer demonstrar € que a implementacio da frente de onda por uma arvore vermelha-

preta também satisfaz as seguintes propriedades:
Q1) os nos folha representam um arco;
Q2) os nos internos t€m sempre dois filhos e representam uma interseccao de arcos.

Assumindo que uma 4rvore bindria satisfaz as propriedades Q (Q1 e Q2), observa-se que,
considerando todas as configuragdes possiveis, um n6 da frente de onda satisfaz as seguintes

propriedades:

F1) se um n6 folha é vermelho, entdo o né irmdo € necessariamente né folha e igualmente

vermelho;
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Figura B.1: Configuracdes possiveis da arvore vermelha-preta na representacio da frente de
onda (a menos de uma simetria). Os quadrados representam os nds vermelhos.

F2) se um né folha € preto, entao:

(a) ouonod irmio € folha e preto;
(b) ou o nd irmio € preto e tem dois filhos vermelhos;

(c) ou o nd irmao é vermelho e tem dois filhos pretos.

Estas propriedades permitem, a menos de uma simetria, gerar um total de seis configu-
racOes distintas entre um n6 folha, o n6 pai e o né irmao (e, eventualmente, nés sobrinhos),
ilustradas na Figura B.1.

Qualquer um dos algoritmos de varrimento (linear, circular ou na esfera) comeca por pro-
cessar dois eventos-local. O primeiro evento-local inicializa a frente de onda com um arco.
O segundo evento-local aumenta a frente de onda para um total de trés arcos e duas intersec-
¢oes de arco, implementada por uma arvore binaria vermelha-preta com cinco nés. Dadas as
propriedades das drvores vermelhas-pretas, uma arvore com cinco nds s6 pode assumir uma
de duas configuracdes, que correspondem aos casos E e F da Figura B.1 (a menos de uma
simetria e assumindo que o n6 (a,b) é a raiz), e verificam as propriedades Q. Obviamente,
o processamento dos restantes eventos modifica a frente de onda, adicionando e removendo
nds. No entanto, observa-se que, qualquer que seja o tipo de evento, as actualizacdes na ar-
vore vermelha-preta sdo feitas aos pares: ou sdo adicionados dois nds ou sdo removidos dois
nos.

Num evento-local, um arco € substituido por trés arcos e duas intersec¢des de arcos.
Na prética, esta operagdo equivale a substituir, duas vezes, um arco (a) pela sequéncia

{(a), {(a,b), (b)}. Esta operacao é feita redefinindo o n6 (a) pela intersec¢ao (a,b), inserindo
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Figura B.2: Substituicéo do arco (a) pela sequéncia {(a), (a a’), (@)} na configuragéo A.

depois os nds (a) e (b) como filho esquerdo e filho direito, respectivamente. Esta operacio
resume-se a inserir um par de nés filhos num né folha.

Num evento-circulo, € eliminado um arco e uma das intersec¢des adjacentes (e redefinida
a outra interseccdo adjacente). Embora seja indiferente qual das interseccdes adjacentes €
removida, a operagdo € simplificada se escolher a intersec¢do representada pelo né pai do
arco a remover. Desta forma, esta operagdo resume-se a remover um par né folha e né pai
respectivo.

Num evento-rota¢do, um arco e uma intersec¢do de arcos é removido de um extremo da
frente de onda e depois adicionado no extremo oposto. Por exemplo, € removida a sequéncia
{(a), {a,b)}, do lado do minimo da arvore, e substitui-se o arco (a), do lado do maximo da
arvore, pela sequéncia {(a), (a,b), (b)}. Esta operagdo equivale a remover dois, tal como
num evento-circulo, seguida de uma redefinicdo de um né e adicdo de dois nés filhos, tal
como num evento-local.

Em resumo, qualquer um dos eventos opera sobre a drvore bindria com uma combinagdo
de duas operacdes: remog¢ao de um par de nés ou inser¢do de um par de nés. Prova-se a seguir
que qualquer uma destas operagdes ndo invalidam as propriedades Q, quando aplicadas a uma
arvore vermelha-preta com cinco ou mais nés (e que verifica as propriedades Q, como atrds
indicado).

Vamos ver primeiro a operacio e adicdo de um par de nds que implementa a substituicdo
de arco (a) pela sequéncia {{(a), (a,b), (c)}. Seja o n6 do arco (@) denominado por né an-
cora. Aplicando esta operagdo aos nés ancora da Figura B.1, e por aplicacdo das regras de
organizacdo das drvores vermelha-preta (c.f. [19]), observa-se o seguinte. A redefinicdo do
né ancora por (a,b) ndo modifica a drvore topologicamente. Depois sdo-lhe adicionados dois
nos filhos, inicialmente com cor vermelha. Se o né ancora € preto, entdo a operagdo termina
aqui; a adicdo de nés vermelhos ndo obriga a nenhuma operagdo de reorganizacdo da arvore.
Se o né ancora € vermelho (apenas na configuracdo A, ver Figura B.2), entdo a adi¢do do
primeiro né filho obriga a uma troca de cores: o nd ancora e irmao passam a preto e o pai (de
ambos) passa a vermelho. Eventualmente, a passagem do né pai a vermelho pode despoletar
um processo de reorganizagdo acima de (a,b), que ndo altera a sub-arvore abaixo deste. A
adicdo do segundo no filho ndo causa mais nenhuma alteragdo, uma vez que o nd ancora é
agora preto.

Vamos agora analisar a operacdo de remogdo de um par de nés. Considere-se a remo-
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(A)

(B)

©)

(D)

(E)

(F)

APENDICE B.

TOPOLOGIA DA ARVORE VERMELHA-PRETA

troca de

|
\’ g<’ b) cores ¢ (b
E (@) W) M (»)
| | |
] (a,b) troca de ® (a,b) troca de o (b)
\ cores X\’ cores
g (@)  @(b) M (»)
I | |
® (a,b) troca de Y (a,b) troca de Y (b)
cores X cores
\ reorganizacao \
o o a montante de [ |
% (@) (b) (a.b) (b)
l rotacdo a l troca de l
<’ b) esquerda / {b.c) cores <’ c)
g(a) .<,6) 2(a»b) ® () ®p @)
W) M) M (p)
l rotagao a l troca de l
{a,b) esquerda (b.c) cores (b.c)
\ troca de / \
g(a) .<,C) cores g(ayb) ® () ®p @)
o O M ()
l rotagao a l troca de l
{a.b) esquerda (b, ¢) cores (b.¢)
\ troca de / \
g(a) ®(h.c) cores z(a,b) ® () ®0r) @)
o) M M (»)

Figura B.3: Remocao da sequéncia {(a), (a,b)} nas vdrias configuragoes.
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cdo dos nos (a) e (a,b), tal como indicado na Figura B.3. Na maioria das configura¢des

(A,B,D,E), a presenca de n6s vermelhos € suficiente para garantir que a remocgao do par de nds

se faz, no maximo, com uma rotag¢do. Nos restantes casos (C,F), a remog¢ao do par de nés im-

plica a reorganizacao da arvore acima do subconjunto ilustrado (ver Figura B.3). Analisemos

cada caso em detalhe. Por aplicacdo das regras de organizacdo das drvores vermelha-preta

(c.f. [19]), observa-se que:

(A)

(B)

©)

D)

E)

(F)

o n6 (a) é removido, o né (a,b) (agora s6 com um filho) € removido, o n6 (b) muda
de cor para preto;

onod (a) é removido, os nds (a,b) e (b) trocam de cor, o n6 (a,b) é removido, o n6 (b)
muda de novo para preto;

o n6 (a) é removido, o n6 (b) troca de cor (para vermelho) criando um défice de nés
pretos, que é resolvido por uma reorganizacao da drvore acima do né (a,b); por fim, o
n6 (a,b) é removido ¢ o n6 (b) muda de cor para preto;

o né (a) € removido, os nés (a,b) e (b,c) trocam de cor e 0 nd (c) passa a preto, é
feita uma rotagdo a esquerda e, por fim, é removido o n6 (a,b) (que s6 tem um filho) e
o noé (b) passa a preto;

onod (a) é removido, os nds (b) e (b,c) trocam de cor e € feita uma rotagio a esquerda;
por fim, o né (a,b) é removido e o n6 (b) passa a preto;

onod (a) é removido, o né (c) passa a preto e é feita uma rotagio a esquerda; o no (a,b)
€ removido e o n6 (b) passa a preto.

Em qualquer das configuragdes, a primeira operacdo de edigao (inser¢ao de (@) ou remo-

cdo de (a)) apenas invalida as propriedades Q temporariamente, sendo estas repostas logo

apos a segunda operagdo de edi¢do (inserc¢do de {(a’) ou remocéo de (a,b)).
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